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Рассматривается задача о движении осесимметричного твердого тела по горизонтальной плоскости в поле си-
лы тяжести. Контакт тела с плоскостью является точечным, а сама плоскость — абсолютно гладкая. Для известного
и интегрируемого случая (симметричное тело) производится вычисление силы нормальной реакции, действующей на
тело во время движения, а затем исследуется ее знак. Безотрывные движения отвечают положительной силе нор-
мальной реакции, т. к. связь в точке контакта предполагается несдерживающая. В некоторых случаях удается полу-
чить простые формулы для силы нормальной реакции (полином второго порядка), а затем выписать аналитические
условия, которым должны удовлетворять начальные данные и параметры тела, обеспечивающие его безотрывное дви-
жение.

Ключевые слова: твердое тело (волчок), односторонняя связь, отрыв

G. M. Rozenblat
A method for determination of the parameters of motion of a top that moves

without bouncing on a smooth plane

The problem of motion of an axisymmetric rigid body on a horizontal plane in the presence of gravity is considered. The
body touches the plane at one point, and the plane is assumed to be perfectly smooth. In the already-known and integrable
case of symmetric body the normal reaction force exerted by the plane onto the body is calculated and its sign is examined.
The condition that the body remains in contact with the plane is that the reaction is positive because the constraint at the
point of contact is assumed to be unilateral. In some cases a comparatively trivial analytical representation (a polynomial of
degree two) for the reaction force is obtained which allows determination of the initial conditions and the body’s parameters
for the body to remain in contact with the plane.

Keywords: rigid body(tip-top), unilateral constraint, bouncing
Mathematical Subject Classifications: 37N15
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1. Постановка задачи и уравнения движения для гладкой плоскости

Пусть динамически и геометрически симметричное твердое тело движется по гладкой гори-
зонтальной плоскости в поле силы тяжести. Предположим, что тело ограничено выпуклой по-
верхностью вращения, причем ось симметрии поверхности тела совпадает с осью его динами-
ческой симметрии, на которой расположен центр тяжести тела. O∗xyz — неподвижная система
координат, причем ось O∗z направлена по вертикали, против силы тяжести, а плоскость O∗xy
совпадает с опорной плоскостью. Пусть G — центр масс тела, а Gξηζ — система координат,
жестко связанная с телом и направленная по его главным осям инерции, причем ось Gζ направ-
лена по оси симметрии тела.

Положение тела описываем тремя координатами x, y, z его центра масс G и тремя углами
Эйлера θ, ϕ, ψ, где θ — угол нутации (угол между осью симметрии Gζ и вертикалью Oz), ϕ —

угол собственного вращения, ψ — угол прецессии. В силу симметрии координата z является
функцией только угла θ, т. е.

z = f(θ), (1.1)

где f(θ) будем считать известной функцией θ. Уравнение (1.1) является голономной связью в
данной задаче. Таким образом, движение системы описывается пятью обобщенными координа-
тами {x, y, ϕ, ψ, θ}. Поэтому начальными условиями для движения тела является набор:

{x(0), y(0), θ(0), ϕ(0), ψ(0), ẋ(0), ẏ(0), θ̇(0), ϕ̇(0), ψ̇(0)}.

Внешними силами, приложенными к телу во время движения, являются: сила тяжести, на-
правленная вертикально вниз, и сила нормальной реакции, направленная вертикально вверх.
Поэтому имеем уравнение движения центра масс по вертикали, полагая m = 1 для массы тела:

z̈ = N − g.

Учитывая соотношение (1.1), получим:

f ′θ̈ + f ′′θ̇2 = N − g,

где штрихом обозначаем дифференцирование по θ. Таким образом, имеем следующее выражение
для силы нормальной реакции:

N = g + f ′θ̈ + f ′′θ̇2. (1.2)

Для получения уравнения для θ(t) выпишем, следуя [1], функцию Лагранжа в данном случае:

L = 1
2

(

ẋ2 + ẏ2
)

+ 1
2

(

A+ f ′2
)

θ̇2 + 1
2
A sin2 θψ̇2 + 1

2
C
(

ϕ̇+ ψ̇ cos θ
)2

− gf, (1.3)

где A = B — моменты инерции тела относительно осей Gξ и Gη, C — момент инерции относи-
тельно оси Gζ . Из (1.3) видим, что x, y, ϕ, ψ — циклические координаты, т. е. имеем интегралы:

ẋ = px, ẏ = py, C
(

ϕ̇+ ψ̇ cos θ
)

= p2,

A sin2 θψ̇ + C(ϕ̇+ ψ̇ cos θ) cos θ = A sin2 θψ̇ + p2 cos θ = p1,

где px, py, p2, p1 — константы, определяемые начальными условиями. Без ограничения общ-
ности можно предполагать px = py = 0, т. е. центр масс G движется только по вертикали. Ис-
пользуя полученные соотношения и интеграл энергии, который в данном случае имеет место, мы
получим следующее уравнение для θ:

θ̇2 =
2h− 2gf − P (u)

A+ (f ′)2
, (1.4)
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где P (u) =
(p1 − p2u)

2

A(1 − u2)
, u = cos θ, h — константа энергии, определяемая формулой:

h = 1
2

(

A+
[

f ′(θ0)
]2
)

θ̇2

0 + 1
2
P (u0) + gf(θ0), u0 = cos θ0. (1.5)

Из уравнения (1.4) следует, что область возможных движений по углу θ определяется нера-
венством:

2gf(θ) + P (cos θ) 6 2h. (1.6)

Учитывая, что x, y, ϕ, ψ — игнорируемые координаты и ẋ(0) = ẏ(0) = 0, мы получаем
следующий набор начальных условий данной задачи:

{θ(0), θ̇(0), ϕ̇(0), ψ̇(0)}

или, т. к. ϕ̇ и ψ̇, в соответствии с циклическими интегралами, выражаются через θ, p1, p2, имеем
такой набор начальных условий:

{θ(0), θ̇(0), p1, p2}. (1.7)

Поставим задачу: найти все такие наборы начальных условий (1.7), чтобы при всех θ, удо-
влетворяющих неравенству (1.6), нормальная реакция, определяемая уравнениями (1.2) и (1.4),
являлась положительной величиной. Это и будет обеспечивать безотрывное движение твердого
тела по плоскости. Кроме того, необходимо ответить на вопрос о том, что происходит с телом
после того, как нормальная реакция обратилась в нуль (если такое обнуление возможно).

ЗАМЕЧАНИЕ. Явное интегрирование уравнений движения тяжелого симметричного волчка на глад-
кой горизонтальной плоскости восходит к С. Д. Пуассону, А. Курно, В. Пюизё и Ф. Клейну. Подробный
библиографический список приведен в [1], а также в недавно вышедшей монографии [2].

2. Формулировка и обоснование результатов

Дифференцируя (1.4) по t, мы получим θ̈, как функцию θ. Подставляя полученное выраже-
ние θ̈(θ) и θ̇2(θ) из (1.4) в (1.2), имеем следующее выражение для нормальной реакции N :

(

A+
(

f ′
)2
)2

·N =
[

gA
(

A+ f ′2
)

+ 2Af ′′ (h− gf)
]

+

+
p1 − p2u

A
(

1 − u2
)

[

−Af ′′ (p1 − p2u) + f ′
(

A+ f ′2
) sin θ (p1u− p2)

1 − u2

]

.
(2.1)

Полагая в этом выражении θ = θ0 и требуя, чтобы N(θ0) > 0, мы получим следующее
необходимое условие безотрывного движения:

g + f ′′0 θ̇
2

0 +
f ′
0
sin θ0(p1 − p2u0)(p1u0 − p2)

A2(1 − u2
0
)2

> 0, (2.2)

которое, конечно, не гарантирует безотрывность движения для всей области, даваемой неравен-
ством (1.6).
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Полный анализ безотрывных движений удалось сделать для сферического тела (волчок
Томсона). В этом случае имеем:

f(θ) = R+ d cos θ, f ′ = −d sin θ, f ′′ = −d cos θ,

где R — радиус сферы, d — расстояние центра масс G до геометрического центра сферы.

В этом случае формула (2.1) упрощается и приобретает вид:

(

A+ d2 sin2 θ
)2

·N = λa0u
2 − a1u+ a0 (λ+ 1) ,

a0 = A2g + dp1p2, a1 = 2h0dA+ d
[

λp2

1 + (1 + λ) p2

2

]

,

λ = d2/A, u = cos θ,

2h0 = 2gdu0 +
(

A+ d2 sin2 θ0
)

θ̇2

0 +
(p1 − p2u0)

2

A
(

1 − u2

0

) .

(2.3)

Причем область возможных движений дается неравенством, которое следует из (1.6):

Ψ(u) = 2gdu+
(p1 − p2u)

2

A(1 − u2)
− 2h0 6 0, |u| 6 1. (2.4)

Таким образом, нахождение области возможных движений сводится к исследованию кубическо-
го неравенства:

Ψ1(u) = 2gAdu(1 − u2) + (p1 − p2u)
2 − 2h0A(1 − u2) 6 0, (2.5)

а безотрывность движения обеспечивается квадратным неравенством из (2.3):

Φ(u) = a0λu
2 − a1u+ a0(λ+ 1) > 0. (2.6)

Несложное исследование неравенства (2.5) приводит к следующему утверждению.

Утверждение 1.

1) Пусть 2h0A > p2

1
. Тогда уравнение Ψ1(u) = 0 на интервале (−1, 1) имеет два кор-

ня u1, u2, причем u1 < 0, u2 > 0, и область возможных движений задается нера-

венствами:

u1 6 u 6 u2.

2) Пусть 2h0A 6 p2
1
. Тогда уравнение Ψ1(u) = 0 на интервале [−1, 1] имеет два кор-

ня u1, u2, а область возможных движений задается неравенствами:

0 < u1 6 u 6 u2 6 1 при u0 > 0,

− 1 6 u1 6 u 6 u2 6 0 при u0 < 0.

Исследование неравенства (2.6), обеспечивающего безотрывность движения, приводит
к следующему результату.
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Утверждение 2. Пусть начальные условия (1.7) и параметры тела таковы, что:

Φ(u1) > 0, Φ(u2) > 0, (2.7)

тогда (2.6) выполнено во всей области допустимых движений и отрыва не происходит.

А если

Φ(u1) < 0 или Φ(u2) < 0, (2.8)

то обязательно происходит отрыв (возможно, и в начальный момент времени!). В (2.7)
и (2.8) Φ(u) дается формулой (2.6), u1, u2 — корни кубического уравнения Ψ1(u) = 0 на

интервале [−1, 1], где Ψ1(u) определяется формулой из (2.5).

Доказательство утверждения 2 следует из специфического вида функции Φ(u) из (2.6).
А именно точка u = u∗ = a1/(2λa0) является экстремумом функции Φ(u), причем при a0 > 0
это точка минимума, а при a0 < 0 — это точка максимума. Корни уравнения Φ(u) = 0 даются
формулами:

u3,4 = u∗ ±
√

u2
∗
− (λ+ 1)/λ.

1) Если |u∗| <
√

(λ+ 1)/λ, то уравнение Φ(u) корней не имеет, и выполнение (2.7) необхо-
димо и достаточно для безотрывности движения.

2) Если |u∗| >
√

(λ+ 1)/λ, то можно утверждать, что функция Φ(u) монотонна на интерва-
ле [−1, 1] (точка u = u∗ перемены знака производной лежит вне интервала [−1, 1]!). Тогда
неравенства (2.7) опять являются необходимыми и достаточными для безотрывности дви-
жения.

�

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи задания начальных условий.

Утверждение 3. Пусть начальные условия таковы, что p1 = p2 = 0, θ̇0 6= 0
(плоско-параллельное движение тела). Обозначим

µ2 = θ̇2

0

(

A+ d2 sin2 θ0
)

.

1) Если соблюдено неравенство

∣

∣

∣

∣

∣

u0 +
µ2

2gd

∣

∣

∣

∣

∣

6
1
2

(

1 +
1 + λ
λ

)

, (2.9)

то движение происходит без отрыва.

2) Если соблюдено неравенство

∣

∣

∣

∣

∣

u0 +
µ2

2gd

∣

∣

∣

∣

∣

> 1
2

(

1 +
1 + λ
λ

)

, (2.10)

то обязательно происходит отрыв. Причем если u0 < 0, то отрыв происходит при

u1 6= u0. А если u0 > 0, то при

∣

∣

∣

∣

∣

u0 +
µ2

2gd

∣

∣

∣

∣

∣

< 1
2

(

u0 + 1
u0

1 + λ
λ

)
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отрыв происходит при u1 6= u0, а при
∣

∣

∣

∣

∣

u0 +
µ2

2gd

∣

∣

∣

∣

∣

>
1
2

(

u0 + 1
u0

1 + λ
λ

)

отрыв происходит при u = u0, т. е. в начальный момент.

Доказательство утверждения 3 следует из исследования неравенств (2.4) и (2.6), кото-
рые в данном частном случае имеют вид:

Ψ(u) = 2gd

(

u− u0 −
µ2

2gd

)

6 0,

Φ(u) = A2gλ

[

u2 − 2u

(

u0 +
µ2

2gd

)

+
1 + λ
λ

]

.

Объединение неравенств (2.7) и (2.8) из утверждения 2 приводит к неравенству (2.9). При вы-
полнении же неравенства (2.10) происходит ротационное движение тела (т. е. областью возмож-
ных движений по u является весь интервал [−1, +1]). Кроме того, при выполнении (2.10) име-
ем Φ(−1) > 0,Φ(+1) < 0, т. е. происходит отрыв тела. Остальные неравенства устанавливаются
непосредственной проверкой. �

Утверждение 4. Пусть начальные условия таковы, что θ̇0 = 0 (p1, p2, u0 — произ-

вольны). Введем безразмерные параметры q1, q2 по формулам:

q1 = p1/
√

2µ0, q2 = p2/
√

2µ0, µ0 = gdA.

Обозначим β0 = arctg(u0) = arctg(cos θ0), β0 ∈
[

−π
4
, π

4

]

. Введем в пространстве па-

раметров {q1, q2} полярные координаты (q, ϕ) по формулам:

q =
√

q2
1

+ q2
2
, tgϕ = q1/q2.

Тогда отрыва не будет при

0 6 q2 6 ρ2(ϕ),

где функция ρ2(ϕ) определяется по формулам:

ρ2(ϕ) =







































































































ρ2

1(ϕ) =
1 + εu0

λ (ε− u0)
·







ε
(

1 + 2λ− 2λu2

0

)

+ u0

√

1 + 4λ (1 − ε2)
(

1 + λ− λu2
0

)

ε+ u0







β0 < ϕ < π
2
− β0

π + β0 < ϕ < 3π
2

− β0

ρ2

2(ϕ) =
1 + εu0

λ(u0 − ε)
.

π
2
− β0 < ϕ < π + β0

3π
2

− β0 < ϕ 6 2π

0 6 ϕ < β0

где ε =
sin 2ϕ− u0

1 − u0 sin 2ϕ
.
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Если же q2 > ρ2(ϕ), то происходит отрыв, причем при ρ2 = ρ2
2
(ϕ) отрыв происходит

в начальный момент (u = u0) , а при ρ2 = ρ2
1
(ϕ) отрыв происходит при u 6= u0.

ЗАМЕЧАНИЕ. Результаты утверждения 4 представлены на рис. 1,2, где заштрихованы области на-
чальных условий, при которых движение является безотрывным. Границы этих областей состоят из кри-
вых типа 1 и типа 2 (см. рис. 1, 2), имеющих прямолинейные асимптоты: q1/q2 = tg β0 = u0 и q1/q2 =
= ctg β0 = 1/u0. При этом кривая типа 2, которая в полярных координатах имеет уравнение ρ = ρ2(ϕ),
в прямоугольных координатах q1, q2 может быть представлена в виде:

(q1 − u0q2)

(

q1 −
1
u0
q2

)

= +
1 − u2

0

2λu0

,

т. е. является гиперболой.

Кривая типа 1 напоминает гиперболу, однако в прямоугольных координатах q1, q2 является

кривой 4-го порядка. Нетрудно видеть, что прямые q1 = u0q2 и q1 = 1
u0
q2 являются асимптотами

этих кривых.

Отметим также, что внутри заштрихованной области на рис. 1, 2 лежит кривая типа 3, урав-
нение которой

ρ2

3(ϕ) =
1 + εu0

λ (ε− u0)

(

1 − u2

0

)

или в прямоугольных координатах:

(q1 − u0q2)

(

q1 −
1
u0
q2

)

= −

(

1 − u2
0

)2

2λu0

.

Это — гипербола регулярных прецессий [1].

Доказательство утверждения 4 основано на следующем факте. При θ̇0 = 0 уравне-
ние Ψ1(u) = 0 заведомо имеет корень u = u0, а тогда функция Ψ1(u) из (2.5) имеет вид:

Ψ1(u) = 2gdA(u0 − u)
[

u2 − 2ν2u−
(

1 + 2u0ν
2 − σ

)]

,

где обозначено

ν2 =
p2
1
+ p2

2
− 2u0p1p2

4µ0(1 − u2
0
)

, σ =
p1p2

µ0
, µ0 = gdA.

Рассмотрим функцию:

χ(u) = u2 − 2ν2u−
(

1 + 2u0ν
2 − σ

)

.

Тогда при χ(u0) < 0 областью движений является интервал u3 6 |u| 6 u0, а если χ(u0) > 0
– то интервал u0 6 u 6 u3, где u3 — меньший по модулю корень уравнения χ(u) = 0:

u3 = ν2 −
√

ν4 + 1 + 2u0ν2 − σ.

Далее применяем утверждения 2, т. е. проверяем неравенства Φ(u0) > 0 и Φ(u3) > 0 для
безотрывности. Нарушение одного из этих неравенств (т. е. Φ(u0) < 0 или Φ(u3) < 0) приводит
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к отрыву. Для сокращения выкладок удобно ввести безразмерные переменные q1 и q2 и полярные
координаты, как это указано в формулировке. Тогда получим соотношения:

a0 = µ0d

(

1
λ

+ q2 sinα

)

,

a1 = µ0d

[

2u0 +
2q2

1 − u2
0

(

1 + λ− λu2

0 − u0 sinα
)

]

,

ν2 = 1
2
q2

1 − u0 sinα

1 − u2

0

, σ = q2 sinα, α = 2ϕ.

Тогда получим:

χ(u) = u2 − 2u

[

q2
(

1 − u2

0
sinα

)

2
(

1 − u2
0

)

]

−

[

q2
u0 − sinα

1 − u2
0

+ 1

]

,

χ(u0) = −
(

1 − u2

0

)

−
q2

1 − u2
0

[

2u0 − sinα
(

1 + u2

0

)]

,

N(u) =
(

1 + λ+ λu2
)

[

1
λ

+ q2 sinα

]

− u

[

2u0 +
q2

1 − u2
0

(

1 + λ− λu2

0 − u0 sinα
)

]

,

N(u0) =
(

1 + λ− λu2

0

)

{

1
λ

+
q2

1 − u2
0

[(

1 + u2

0

)

sinα− 2u0

]

}

.

Используя полученные выражения и высказанные выше соображения, мы получаем резуль-
тат утверждения 4. Подробные выкладки здесь опускаются. �

Утверждение 5. Пусть начальные условия таковы, что θ̇0 = 0, ψ̇(0) = ε, ϕ̇(0) =
= ω0, где θ, ψ, ϕ — углы Эйлера. Таким образом, в начальный момент мы задаем

угловую скорость собственного вращения ω0 и угловую скорость прецессии ε. Тогда

в начальный момент нормальная реакция вычисляется по формуле:

(

A+ d2 sin2 θ0
)

·N(θ0) = ω0u0ε
[(

1 + λ− λu2

0

) (

1 − u2

0

)

dCA
]

+A2g
(

1 + λ− λu2

0

)

+

+ ε2 ·Ad
(

1 − u2

0

) [

C
(

1 + λ− λu2

0 + 2λu4

0

)

−Au0

(

1 + λ− λu2

0

)]

.
(2.11)

Из формулы (2.11) следует, что при u0ε < 0 всегда можно выбрать ω0 > 0 настолько

большим, что N(θ0) < 0, т. е.тело сразу начинает подпрыгивать на плоскости.

Доказательство утверждения 5 устанавливается непосредственной проверкой с ис-
пользованием формул (2.3) и соотношений

p1 =
(

ϕ̇ cos θ + ψ̇
(

A sin2 θ +C cos2 θ
)

)

, p2 = C
(

ϕ̇+ ψ̇ cos θ
)

,

где p1, p2 — константы. �

Рассмотрим теперь вопрос о движении тела, которое происходит после обнуления
нормальной реакции. Пусть O — центр сферической поверхности волчка, которая контакти-
рует с плоскостью в точке P . Предположим, что при t = t1 нормальная реакция обратилась
в нуль N(t1) = 0, причем t1 > t0.

Справедливо следующее утверждение.
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ρ2

1
(ϕ) =

1 + εu0

λ(ε− u0)
·
A1ε+A2u0

ε+ u0

;

ρ2

2
(ϕ) =

1 + εu0

λ(u0 − ε)
;

ρ2

3
(ϕ) =

1 + εu0

λ(ε− u0)
(1 − u2

0
), ε =

sin 2ϕ− u0

1 − u0 sin 2ϕ
;

A1 = 1 + 2λ− 2λu2

0
;

A2 =
√

1 + 4λ(1 − ǫ2)(1 + λ− λu2

0
);

β0 = arctg u0 > 0.

Рис. 1. Области начальных условий, при которых происходит безотрывное или отрывное движение

(u0 > 0)

Утверждение 6.

1) Если t1 — точка локального минимума функции N(t), то при t > t1 продолжается

безотрывное движение тела по плоскости.

2) Если t1 — не есть точка локального минимума функцииN(t) (т. е. в любой малой ее

окрестности происходит смена знака функции N(t) с плюса на минус), то проис-

ходит отрыв тела от плоскости и для вертикальной координаты точки O спра-

ведливы соотношения:

θ̇1 = θ̇(t1 + 0) < 0, zo(t1 + 0) = R, żo(t1 + 0) = z̈o(t1 + 0) = 0,
...
zo(t1 + 0) = −h sin θ1 · θ̇1 > 0,

(2.12)

где h =
(

ψ̇2(t1 + 0) sin2 θ1 + θ̇2
1

+ p2
2
/A2

)

d, θ1 ∈ [0, π).

Доказательство утверждения 6 основано на следующих рассуждениях. Если нормаль-
ная реакция в процессе движения обнуляется, то в соответствии с утверждением 2 обязательно
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Рис. 2. Области начальных условий, при которых происходит безотрывное или отрывное движение

(u0 < 0)

нарушается неравенство (2.7), т. е. мы имеем:

u2

∗
= a2

1/
(

4λ2a2

0

)

> (1 + λ)λ > 1.

Причем непосредственной проверкой, используя формулы из (2.3), можно показать, что:

u∗ >
√

(1 + λ)λ > 1 при a0 > 0,

u∗ 6 −
√

(1 + λ)λ < −1 при a0 < 0
.

Основываясь на формуле (2.3) для нормальной реакции N и полученных неравенствах, можно
утверждать, что N обнуляется в такой точке u1 = cos θ1, для которой

n = dN/du|u=u1
< 0,

причем неравенство строгое. Далее имеем:

dN/dt|t=t1
= n(− sin θ1 · θ̇1) = n(cos θ)̇

∣

∣

∣

t=t1
.

1) Если t1 — точка локального минимума N(t), то Ṅ
∣

∣

∣

t=t1
= 0, N̈

∣

∣

∣

t=t1
> 0.

Тогда (cos θ)̇|t=t1
= 0, (cos θ)̈ |t=t1

< 0, т. е. t1 — точка максимума функции cos θ, и движе-
ние пойдет в ту сторону, где cos θ уменьшается, а нормальная реакция строго положитель-

на. Если N̈
∣

∣

∣

t=t1
= 0, то рассуждения аналогичны с привлечением производных высших

порядков.

2) Если t1 — не есть точка локального минимума и функция N(t) в окрестности точки t = t1
меняет знак с плюса на минус, то мы имеем

Ṅ
∣

∣

∣

t=t1
= n(cos θ)̇|t=t1

< 0, → (cos θ)̇|t=t1
> 0.
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Ясно, что продолжение контакта тела с плоскостью в дальнейшем невозможно и происходит
отрыв. Предположим, что отрыв произошел, и покажем его корректность, т. е. возрастание вер-
тикальной координаты zo(t) точки O при t > t1. Движение тела при t > t1 + 0 (т. е. отсутствие
контакта с плоскостью) представляет собой свободное падение точки G в поле силы тяжести
и регулярную прецессию вокруг постоянного вектора кинетического момента тела относитель-
но центра масс G, приложенного в точке G (случай Эйлера–Пуансо). В момент отрыва сохра-
няются координаты точек тела и их скорости. Покажем, что сохраняется также и величина θ̈,
т. е. θ̈(t1 − 0) = θ̈(t1 + 0). Действительно, выпишем уравнение кинетического момента относи-
тельно оси Gη:

−Aθ̈ + (−p2ψ̇ sin θ +Aψ̇2 sin θ cos θ) = −Nd sin θ,

где p2 = C(ϕ̇+ ψ̇ cos θ). Отсюда видно, что при N = 0 это уравнение переходит в соответствую-
щее уравнение для регулярной прецессии случая Эйлера–Пуансо, а значит, θ̈ сохраняется. Да-
лее, т. к. при t = t1 + 0 имеем z̈G = −g и сохраняются координаты, скорости и величина θ̈, то при
t = t1 + 0 имеем:

zo(t) = zG(t) − d cos θ = R,

żo(t) = żG(t) + d sin θ · θ̇ = 0,

z̈o = z̈G + d cos θ · θ̇2 + d sin θ · θ̈ = 0.

(2.13)

Вычисляем θ̇(θ) и θ̈(θ) при t > t1 + 0, т. е. для регулярной прецессии Эйлера–Пуансо:

θ̇2 =
h2

1

A2
−

(h2 − p2 cos θ)2

A2 sin2 θ
, θ̈ =

(h2 cos θ − p2)(h2 − p2 cos θ)

A2 sin3 θ
, (2.14)

где h2 = Aψ̇ sin2 θ+ p2 cos θ = p1 = const, h2

1
= A2θ̇2 +A2ψ̇2 sin2 θ = const. Формулы (2.14) по-

лучены из соответствующих формул для случая Лагранжа движения твердого тела вокруг непо-
движной точки при устремлении в последних расстояния между неподвижной точкой и центром
масс к нулю. Подставляя (2.14) в формулу для z̈o из (2.13) и используя равенство z̈G = −g
при t > t1 + 0, получаем:

z̈o = −g +

(

h2
1
+ p2

2

A2
cos θ −

p2h2

A2

)

d.

Дифференцируя по t последнее равенство, получаем:

1
d

...
z o =

h2
1
+ p2

2

A2
(cos θ)̇ > 0 при t = t1 + 0,

т. к. было показано, что при Ṅ |t=t1 < 0 имеем (cos θ)̇ |t=t1 > 0. Аналогично производится дока-
зательство в том случае, если Ṅ |t=t1 = 0. Тогда берем первую ненулевую производную нечетного
порядка функции N(t), которая должна быть отрицательной (для того чтобы N(t) в точке обну-
ления меняла знак). На этом доказательство утверждения завершено. �

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Первое из уравнений (2.14) можно проинтегрировать и получить формулу:

cos[θ(τ)] =
h2p2

h2

1
+ p2

2

+
h1

√

h2

1
+ p2

2
− h2

2

h2

1
+ p2

2

sin(ω0τ + β0), τ = t− t1,
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где ω0 = 1
A

√

h2

1
+ p2

2
, а константа β0 выбирается из начального условия cos[θ(0)] = cos θ1. Тогда для

координаты z0(τ) мы получим следующее выражение:

z0(τ) = R+
gτ2

2
+

(

Lα cosβ0

A2ω0

)

τ − Lα

A2ω2

0

[sin(ω0τ + β0) − sinβ0] ,

гдеL =
h1

√

h2

1
+ p2

2
− h2

2

h2

1
+ p2

2

. Используя это выражение, можно вычислить момент τ = τ1, когда z0(τ1) = R,

т. е. момент приземления тела и начало ударного процесса.

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Вопросы схода с неудерживающей голономной связи, которых касается утвержде-
ние 6, в общем виде рассматривались в работах [3–12].

ЗАМЕЧАНИЕ 3. Некоторые результаты о безотрывных движениях твердого тела по абсолютно ше-
роховатой плоскости приведены в работе [13].
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Д. М. Климову, Ф. Л. Черноусько за полезные критические замечания, которые способствовали
улучшению настоящей работы, а также профессору А. П. Иванову и всем участникам семинаров
в Институте проблем механики РАН.
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