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�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 365Îáçîð ïîñâÿùåí âîïðîñàì äèíàìèêè æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîè-äîâ. Ýòîò ðàçäåë ìåõàíèêè ïðåäñòàâëåí îáøèðíûìè èññëåäîâàíèÿìè, ïðè÷åì ìíîãèå ðàáî-òû áûëè âûïîëíåíû íåçàâèñèìî ó÷åíûìè èç ðàçíûõ ñòðàíàõ è îïóáëèêîâàíû â ðàçëè÷íûõ,÷àñòî ìàëîäîñòóïíûõ, æóðíàëàõ. �ÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè äî ñèõ ïîð íîñèò äèñêóñ-ñèîííûé õàðàêòåð. Àâòîðàìè ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçëîæåíèÿ îñíîâíûõðåçóëüòàòîâ ïî äèíàìèêå ýëëèïñîèäàëüíûõ �èãóð (êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è ñðàâíèòåëüíîíîâûõ). Ïðèâîäÿòñÿ òàêæå íîâûå ðåçóëüòàòû àâòîðîâ, ïîêàçûâàþùåå õàîòè÷åñêîå ïîâåäå-íèå êîëåáëþùåãîñÿ æèäêîãî è ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà. Ôîðìóëèðóþòñÿ íåêîòîðûå íåðåøåííûåçàäà÷è.Â ïåðâîé ÷àñòè îáçîðà â çàìêíóòîé, ñèñòåìàòè÷åñêîé �îðìå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûåðåçóëüòàòû ïî äèíàìèêå ýëëèïñîèäàëüíûõ �èãóð èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íà-÷èíàÿ ñ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Äèðèõëå è �èìàíà. Ýòèì èññëåäîâàíèÿì, êàê èçâåñò-íî, ïðåäøåñòâîâàë ïåðèîä èçó÷åíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âðàùàþùèõñÿ æèäêèõ ìàññ,îáóñëîâëåííûé íàó÷íûì èíòåðåñîì ê �èãóðå Çåìëè è âîñõîäÿùèé ê ¾Íà÷àëàì¿ Íüþòî-íà è òðóäàì Êëåðî è Ìàêëîðåíà. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ýòîãî ïåðèîäà, ñâÿçàííîãîòàêæå ñ èìåíàìè ßêîáè, Ìåéåðà è Ëèóâèëëÿ, èìååòñÿ â ìîíîãðà�èè ×àíäðàñåêõàðà [30℄.Ïîâîðîòíûì ïóíêòîì â ðàçâèòèè òåîðèè �èãóð ðàâíîâåñèÿ ïîñëóæèëè �óíäàìåíòàëüíûåîòêðûòèÿ Äèðèõëå [36℄ è �èìàíà [78℄ (1857�1861), êîòîðûå âïåðâûå ñòàëè èçó÷àòü âîïðîñûäèíàìèêè æèäêèõ ýëëèïñîèäîâ. Îíè çàìåòèëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêîå êîíå÷íîìåðíîå ðåøå-íèå óðàâíåíèé Ýéëåðà äèíàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïðè êîòîðîì ýëëèïñîèä ñîõðàíÿåòñâîþ �îðìó, íî äå�îðìèðóåòñÿ. Îíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì ãèäðîäèíàìèêè, è, òàêèìîáðàçîì, ìîæíî êîððåêòíî ñòàâèòü âîïðîñ îá èçó÷åíèè äèíàìèêè òàêèõ æèäêèõ ýëëèïñîè-äîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêèõ ðàáîò èçëàãàþòñÿ çäåñü â êðàòêîé çàìêíóòîé �îð-ìå. Ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ �îðìàõ, óêàçûâàþòñÿ èíòåãðàëû äâè-æåíèÿ, à òàêæå îáñóæäàåòñÿ ëàãðàíæåâà è ãàìèëüòîíîâà �îðìà óðàâíåíèé, â ñâÿçè ñ ÷åìåñòåñòâåííûì îáðàçìî ïðîèçâîäèòñÿ ðåäóêöèÿ ñèñòåìû ïî ãðóïïå ñèììåòðèé. Äàëåå ïðî-àíàëèçèðîâàíû ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, íà÷èíàÿ ñî ñòàöèîíàðíûõ êîí�èãóðàöèé, âïåðâûå íàé-äåííûõ Ìàêëîðåíîì, ßêîáè è �èìàíîì. Óêàçàí íîâûé êëàññ õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé ýë-ëèïñîèäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé íåðåãóëÿðíûå ïóëüñàöèè, ïðè êîòîðûõ îñè ýëëèïñîèäàîñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëåííî íàéäåíû ïå-ðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, è äëÿ íèõ ÷èñëåííî ïîñòðîåíû ñåïàðàòðèñû, òåì ñàìûì äîêàçàíà(êîìïüþòåðíûìè ìåòîäàìè) íåèíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ àíàëèòè÷å-ñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ òàêèõ äâèæåíèé èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ è ñ�îðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î íåñóùåñòâîâàíèè àíàëèòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. ×àñò-íûì ñëó÷àåì ýòîé ãèïîòåçû ÿâëÿåòñÿ âîñõîäÿùàÿ ê �èìàíó çàäà÷à î íåèíòåãðèðóåìîñòèãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ïðîñòåéøåé äâóìåðíîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â R
3 (êóáèêà, âîòëè÷èå îò êâàäðèê � êâàäðàòíûõ ïîâåðõíîñòåé).Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû äèíàìèêè ãàçîâîãî îáëàêà ñ ýë-ëèïñîèäàëüíîé ñòðàòè�èêàöèåé. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð ïåðâîíà÷àëüíûõ ðå-çóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ðàâíîâåñèÿ è óñòîé÷èâîñòè ìàññ ñæèìàåìîé æèäêîñòè (ãàçà), ñî-äåðæèòñÿ â �óíäàìåíòàëüíîì òðóäå Äæèíñà, óäîñòîåííîãî, êñòàòè, ïðåìèè Àäàìñà; â ýòîéðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ ýòèõ èññëåäîâàíèé â êîñìîãîíèè.Îòìåòèì, ÷òî ñàìàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ïîñòàíîâêà î �èãóðàõ ðàâíîâåñèÿ, îòëè÷íàÿ îò êëàñ-ñè÷åñêîé íåñæèìàåìîé ìîäåëè, âîñõîäèò ê �îøó [81℄ (ñì. [58℄, ñ. 147), âûäâèíóâøåìó íàåå áàçå êîñìîãîíè÷åñêóþ òåîðèþ, îáîáùàþùóþ ãèïîòåçó Ëàïëàñà. Â ýòîé ïîñòàíîâêå (ìî-äåëü �îøà ïî Äæèíñó [58℄) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ãðàâèòèðóþùèé íüþòîíîâñêèéÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



366 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.Êèëèíöåíòð, îïðåäåëåííûé íåâåñîìîé àòìîñ�åðîé (âíóòðè íåå ìû ïðåíåáðåãàåì ñàìîãðàâèòàöè-åé). Çäåñü ìû â åäèíîé �îðìå ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàòû Îâñÿííèêîâà, Äàéñîíà, Ëèíäåí-Áåëëà, Çåëüäîâè÷à, Ôóäæèìîòî è äð. Ïðè îïðåäåëåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ äîïóùåíèÿõâûâåäåíû ðàçëè÷íûå �îðìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãàçîâîãî îáëàêà. Òàêæå îáñóæäàþòñÿâîïðîñû ëàãðàíæåâà-ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà. Ôîðìóëèðóåòñÿ îáîáùåííûé çàêîí âçà-èìíîñòè Äåäåêèíäà. Ïîëó÷åí àíàëîã óðàâíåíèÿ �èìàíà íà ñëó÷àé ñæèìàåìîé æèäêîñòèèëè ãàçà. Ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñøèðåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî îá-ëàêà èäåàëüíîãî îäíîàòîìíîãî ãàçà â îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèè. Ýòîò ñëó÷àé íåäàâíî áûëðàññìîòðåí �à��ý, êîòîðûé óêàçàë íîâûå èíòåãðàëû ýòîé ñèñòåìû. Àâòîðàìè óòî÷íåíûðåçóëüòàòû �à��ý, ÷òî ïîçâîëèëî óêàçàòü èíòåãðèðóåìîñòü ïî Ëèóâèëëþ â ðàñøèðåííîìïðîñòðàíñòâå (ó �à��ý íàéäåíû èíòåãðàëû ïðèâåäåííîé ñèñòåìû, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ðå-äóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì íåàâòîíîìíîãî èíòåãðàëà òèïà ßêîáè). Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâ-ëåíà èíâîëþòèâíîñòü âñåõ èíòåãðàëîâ �à��ý. Óêàçàíà àíàëîãèÿ ìåæäó îáùåé ñèñòåìîé,ðàññìàòðèâàåìîé �à��ý, è îáîáùåííîé ñèñòåìîé Ýéëåðà�Êàëîäæåðî. Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñî ïðåäñòàâëåíèè Ëàêñà â ýòîì ñëó÷àå.Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåíû íîâûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, â ñëó÷àå èëè îòñóòñòâèÿ ãðàâèòà-öèè îáëàäàþùèå îñåâîé ñèììåòðèåé. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ãðàâèòàöèè ñèñòåìà ñâåäåíà êêâàäðàòóðàì ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïðè íàëè÷èè ãðàâèòàöèè óêàçàíûõàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåèíòåãðèðóåìîñòüþ ýòîé ñèñòåìû. Óêàçàíû òàêæåõàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ äëÿ áîëåå îáùèõ ñèòóàöèé êîëåáàíèé òðåõîñíîãî ãàçîâîãî ýëëèïñî-èäà.I. Äèíàìèêàæèäêîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà1. ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèå Ë. Äèðèõëå ïî äèíàìèêå æèäêîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà îò-íîñèòñÿ ê 1856�1857 ãã. Îá ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ Äèðèõëå áûëî äîëîæåíî â åãî ëåêöèÿõ â1857 ã. è îäíîâðåìåííî â Äîêëàäàõ �¼òòèíãåíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà â âèäå êðàò-êîãî ñîîáùåíèÿ [35℄. Ê ñîæàëåíèþ, îí íå óñïåë î�îðìèòü è ïóáëèêîâàòü ñâîè ðåçóëüòàòû âðàçâåðíóòîé �îðìå (èç-çà áîëåçíè è ïðåæäåâðåìåííîé ñìåðòè â 1859 ã.). Ýòè èññëåäîâàíèÿáûëè ïîäãîòîâëåíû ê ïå÷àòè è ïîñìåðòíî èçäàíû Äåäåêèíäîì â 1861 ã. [36℄.Â ðàáîòå Äèðèõëå ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòà:1. Óêàçàíî íîâîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, îïèñûâàþùåå äâèæåíèåîäíîðîäíîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà, è âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (÷àñòèöæèäêîñòè) â íåïîäâèæíûõ îñÿõ.2. Íàéäåíû ñåìü ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, èç êîòîðûõ øåñòü ëèíåé-íûõ ïî ñêîðîñòÿì èíòåãðàëîâ ñîîòâåòñòâóþò çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ çàâèõðåííîñòè è ïîëíîãîìîìåíòà, à ñåäüìîé èíòåãðàë � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.3. Ïðîèíòåãðèðîâàí â êâàäðàòóðàõ ñëó÷àé äâèæåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà,âêëþ÷àþùèé â êà÷åñòâå ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñ�åðîèäû Íüþòîíà è Ìàêëîðåíà (â ýòîì ñëó÷àåÄèðèõëå àíàëèçèðóåò òàêæå âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåííûõ ðåøåíèé ïðè îòñóò-ñòâèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ, ò. å. â âàêóóìå).Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî Äèðèõëå óêàçàë èíòåãðàëû, îòâå÷àþùèå ñîõðàíåíèþ âåêòîðàçàâèõðåííîñòè, äî ïóáëèêàöèè èçâåñòíîé ðàáîòû �åëüìãîëüöà 1858 ã. [52℄. Ñóäÿ ïî �îðìåçàïèñàííûõ èíòåãðàëîâ, Äèðèõëå çíàë (äî �åëüìãîëüöà) î ñîõðàíåíèè çàâèõðåííîñòè íåÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 367òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, íî è äëÿ îáùèõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè (îá ýòîì ñâèäå-òåëüñòâóåò òàêæå çàìåòêà Äèðèõëå [35℄). Êñòàòè ãîâîðÿ, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî áûëî óêàçàíîÊëåéíîì â åãî èçâåñòíûõ ëåêöèÿõ [6℄.Ïðè ïîäãîòîâêå ê ïå÷àòè ðåçóëüòàòîâ Äèðèõëå Äåäåêèíä îáíàðóæèë çàêîí âçàèìíîñòè,ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæäîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Äèðèõëå ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíîå ðåøåíèå,â êîòîðîì ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå âðàùåíèå ýëëèïñîèäà è äâèæåíèåæèäêîñòè âíóòðè íåãî, è, â ÷àñòíîñòè, óêàçàë ðåøåíèå (ýëëèïñîèä Äåäåêèíäà), âçàèìíûéýëëèïñîèäó ßêîáè, äëÿ êîòîðîãî îñè êîîðäèíàò íåïîäâèæíû â ïðîñòðàíñòâå, à æèäêîñòüñîâåðøàåò äâèæåíèå âíóòðè ýòîé íåèçìåííîé îáëàñòè [34℄.Îãðîìíûé âêëàä â èññëåäîâàíèå äèíàìèêè æèäêîãî ýëëèïñîèäà âíåñëà çàìå÷àòåëüíàÿðàáîòà �èìàíà [78℄, âûøåäøàÿ â 1861 ã. ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ïîñëå ïóáëèêàöèè èññëåäîâàíèéÄèðèõëå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû âêðàòöå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:1. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïîäâèæíûõ îñÿõ (ãëàâíûõ îñÿõ ýëëèïñîèäà), òåìñàìûì ïîíèæåí ïîðÿäîê ñèñòåìû è âûïîëíåíà ðåäóêöèÿ ïî ëèíåéíûì èíòåãðàëàì. Êðîìåòîãî, �èìàí ïðåäñòàâèë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû â ãàìèëüòîíîâîé�îðìå ñ ëèíåéíîé ñêîáêîé Ëè�Ïóàññîíà (ñàì �èìàí íàçâàë ýòî ïðèâåäåíèåì ê áîëåå ëåãêîîáîçðèìîìó âèäó).2. Óêàçàíû âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ýëëèïñîèäà áåç èçìåíå-íèÿ �îðìû, è èññëåäîâàíû óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ (ò. å. âîçìîæíûå âåëè÷èíû ãëàâíûõïîëóîñåé). Äëÿ âñåõ ýòèõ ðåøåíèé ýëëèïñîèä âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè, íåïîäâèæíîé â ïðî-ñòðàíñòâå. Ñðåäè íèõ îêàçàëèñü âñå èçâåñòíûå ê òîìó âðåìåíè ðåøåíèÿ Íüþòîíà, Ìàêëî-ðåíà, ßêîáè è Äåäåêèíäà (äëÿ êîòîðûõ îñü âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé),à òàêæå íîâûå ðåøåíèÿ (ýëëèïñîèäû �èìàíà), äëÿ êîòîðûõ îñü âðàùåíèÿ ëåæèò â îäíîéèç ãëàâíûõ ïëîñêîñòåé ýëëèïñîèäà.3. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå �óíêöèè Ëÿïóíîâà (â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè) èíòåãðàëýíåðãèè ñèñòåìû, �èìàí èññëåäîâàë óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì �îðìû (â êëàññåäâèæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ ýëëèïñîèäàëüíîñòü), ïðè ýòîì óêàçàë ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè (ïîËÿïóíîâó) äëÿ ñ�åðîèäîâ Ìàêëîðåíà è ýëëèïñîèäîâ ßêîáè.4. Óêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì òðåõîñíûé ýëëèïñîèä âðàùàåòñÿ (íåðàâíîìåð-íî) âîêðóã îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé, à åãî ïîëóîñè ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ïðè ýòîì ïîëó-÷àåòñÿ (ãàìèëüòîíîâà) ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, äëÿ êîòîðîé �èìàí çàìåòèëàíàëîãèþ ñ äâèæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè âèäà xyz = constâ ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèë (èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû ðàññìîòðèì íèæå ïîäðîáíî).Ïî ñâîèì ðåçóëüòàòàì è âîçìîæíîñòÿì äàëüíåéøèõ îáîáùåíèé ðàáîòà �èìàíà ñîâåð-øåííî óíèêàëüíà è íàìíîãî îïåðåäèëà ñâîå âðåìÿ.Èçâåñòíà åùå îòíîñÿùàÿñÿ ê 1861 ã. ðàáîòà Áðèîøè [27℄, ïîñâÿùåííàÿ ïîíèæåíèþ ïî-ðÿäêà â óðàâíåíèÿõ Äèðèõëå, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå äâèæåíèÿ íà ïîòåíöèàëü-íóþ è âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùèå. Îäíàêî ýòà ðàáîòà íå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííîãî ïðîäâèæåíèÿâîïðîñà.Êèðõãî� â ñâîèõ ëåêöèÿõ ïî ìåõàíèêå (1876 ã.) [60℄ òàêæå ðàññìàòðèâàåò äâèæåíèåæèäêèõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ. Îí îòìå÷àåò, ÷òî ïðèíöèï Äàëàìáåðà ïðèìåíèìê äâèæåíèþ Äèðèõëå (íî íå èñïîëüçóåò åãî äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ). Êèðõãî�ïðèâîäèò êâàäðàòóðó äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ è îòäåëüíî ðàçáèðàåò ñëó÷àé, êîãäàýëëèïñîèä ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå ñâîèõ îñåé â ïðîñòðàíñòâå (÷àñòíûé ñëó÷àé äâèæåíèÿ,óêàçàííîãî �èìàíîì); Êèðõãî� äåëàåò ïðåäïîëîæåíèå (âñëåä çà �èìàíîì), ÷òî ýòà çàäà÷àòàêæå íå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



368 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÂîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äâèæå-íèÿ æèäêîãî ýëëèïñîèäà áûëà íåçàâèñèìî ïîêàçàíà Ïàäîâîé1 (1871) [74℄ è Ëèïøèöåì(1874) [66℄. Â ðàáîòå ïîñëåäíåãî [66℄ òàêæå áûëà ïîñòàâëåíà è ïðîèíòåãðèðîâàíà â êâàä-ðàòóðàõ çàäà÷à î äâèæåíèè ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.Áåòòè [24℄ òàêæå èñïîëüçîâàë âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé æèäêîãîýëëèïñà è ïðåäñòàâèë ýòè óðàâíåíèÿ â ëàãðàíæåâîé è ãàìèëüòîíîâîé �îðìå. Íî, êàê îòìå-òèë Òåäîíå â ñâîåì îáøèðíîì îáçîðå [90℄, â ñâîåé ðàáîòå Áåòòè äîïóñòèë îøèáêó, ïðèìåíÿÿâàðèàöèîííûé ïðèíöèï ê âûâîäó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ýëëèïñîèäà ñ ýëëèï-ñîèäàëüíîé ñòðàòè�èêàöèåé ïëîòíîñòè æèäêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêèñòðàòè�èöèðîâàííîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà íå äîïóñêàþò ðåøåíèÿ ñ ëèíåéíîéçàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò, êîòîðîå ðàññìàòðèâàë Áåòòè (âñëåäñòâèå ñëîæíîéçàâèñèìîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà âíóòðè ñòðàòè�èöèðîâàííîãî ýëëèïñîèäà). Òåìíå ìåíåå äëÿ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè âñå ðåçóëüòàòû Áåòòè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè. Áåò-òè òàêæå ïðåäñòàâèë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå (ÿâíî èñïîëüçóÿ ñêîáêèÏóàññîíà íà àëãåáðå so(3)) ñ ëèíåéíîé ñêîáêîé Ïóàññîíà è âûïîëíèë ðåäóêöèþ ïî ëèíåé-íûì èíòåãðàëàì.Âûøåïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñîñòàâëÿþò êëþ÷åâûå äîñòèæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ïå-ðèîäà èññëåäîâàíèé äèíàìèêè ýëëèïñîèäîâ Äèðèõëå.Îáùèå âîïðîñû äèíàìèêè è ñòàòèêè æèäêèõ ýëëèïñîèäîâ, âêëþ÷àÿ âîïðîñû óñòîé-÷èâîñòè, èçó÷àëèñü â êëàññè÷åñêèõ òðàêòàòàõ Áàññå [20℄, Ëàìáà [61℄, Òîìñîíà è Òåòà [91℄,�àóñà [86℄, êíèãàõ Àïïåëÿ [19℄, Ëèòòëòîíà [70℄, îòäåëüíûõ ðàáîòàõ Áàññå [21�23℄, Äþãå-ìà [37℄, Õàãåíà [51℄, Õèêñà [53℄, Õèëëà [54℄, Ëàâà [67, 68℄ è äð. Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùèåðîäñòâåííûå âîïðîñû, ñîñòàâëÿþùèå îòäåëüíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè.1) Èçó÷åíèå �èãóð ðàâíîâåñèÿ, îòâåòâëÿþùèõñÿ îò ýëëèïñîèäîâ, íàïðèìåð, ãðóøåâèäíûõ�èãóð, à òàêæå èññëåäîâàíèå èõ óñòîé÷èâîñòè (Ëÿïóíîâ [10, 11℄, Ïóàíêàðå [76, 77℄, Äàðâèí[33℄, Äæèíñ [58℄, Ñðåòåíñêèé [15℄). Êàê èçâåñòíî, îáøèðíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è ïðèâåëËÿïóíîâà ê ñîçäàíèþ îáùåé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, íîñÿùåé åãî èìÿ. �åçóëüòàòûïî óñòîé÷èâîñòè �èãóð ðàâíîâåñèÿ ñîäåðæàòñÿ òàêæå â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ �èçåíà [49℄,Áðàéàíà [28℄, Ëèóâèëëÿ [65℄. Â ýòîì îáçîðå ìû íå êàñàåìñÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ãäå äî ñèõïîð îñòàåòñÿ ìíîãî îòêðûòûõ ïðîáëåì.2) Ôèãóðû ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíîé, íî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñòðàòè�èöèðîâàííîé æèä-êîñòè. Âåðøèíîé òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîñìåðòíàÿ ðàáîòà Ëÿïóíîâà [11℄(îïóáëèêîâàííàÿ Ñòåêëîâûì), êîòîðàÿ äî ñèõ ïîð ìàëî èçó÷åíà. Ýòè èññëåäîâàíèÿ òåñ-íî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ïîòåíöèàëà ñòðàòè�èöèðîâàííûõ æèäêîñòåé (ñì. Äàéñîí [38℄, Ôåð-ðåðñ [42℄, Âîëüòåððà [93℄). Â ðàáîòå [93℄, êàê è â ðàáîòàõ Ëÿïóíîâà ïî ýòîìó âîïðîñó (ñáîëåå ñîâðåìåííîé ïîçèöèè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ðåçóëüòàòû Ëÿïóíîâà ïðåäñòàâëåíûâ êíèãå Ëèõòåíøòåéíà [64℄) âîçíèêàþò èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåìèçó÷àëèñü â ðàìêàõ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñîì óïîìÿíåì çíà-÷èòåëüíóþ, íî ïðàêòè÷åñêè çàáûòóþ ðàáîòó Âåðîíå [92℄, êíèãó Ïèöåòòè [75℄, à òàêæå ðÿäñîâðåìåííûõ ðàáîò [31,32,73℄ è [56℄ (ïîñëåäíèå ðàáîòû âîîáùå íå ñîäåðæàò ññûëîê íà êëàñ-ñè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è î÷åíü äèñêóññèîííû). Íîâûé ïåðèîä, ñâÿçàííûé ñ àñòðî�èçè÷åñêèìèèññëåäîâàíèÿìè, ñâÿçàí ñ ðàáîòàìè ×àíäðàñåêàðà è åãî øêîëû (ñì., íàïðèìåð [30, 62, 63℄).3) Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, âîñõîäÿùèõ ê êëàññè÷åñêèì îïûòàì Ïëàòî è ìîäåëè àòîìà Áîðà�Óèëåðà [26℄, âìåñòî íüþòîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íà-òÿæåíèÿ. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî âîïðîñà ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü êíèãè Àïïåëÿ [19℄ è ×àíäðà-1Äðóãîé âàðèàíò òðàíñëèòåðàöèè � Ïàäóÿ (Padova).ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 369ñåêõàðà [30℄, íî ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èçëàãàåìàÿ â íèõ òåîðèÿ ñóùåñòâåííî ìåíåå ïðî-äâèíóòà (ñì. òàêæå [50,82,83℄, ãäå äàíà Ïàäå-àïïðîêñèìàöèÿ ïîòåíöèàëà ïîâåðõíîñòè íàòÿ-æåíèÿ). Ïî êðàéíåé ìåðå, íàì íåèçâåñòíû ðåçóëüòàòû ïî äèíàìèêå æèäêèõ (ìàññ) êàïåëü,ïîäâåðæåííûõ ñèëàì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Âîïðîñû âëèÿíèÿ âÿçêîñòè íà äèíàìèêóçàäà÷è Äèðèõëå��èìàíà îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, â [16℄. Ïåðâîíà÷àëüíûå êîìïüþòåðíûåèññëåäîâàíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ íåýëëèïñîèäàëüíûõ �èãóð èìåþòñÿ, íàïðèìåð, â [40℄.4) Óêàæåì íà èíòåðåñíóþ ðàáîòó Íàðëèêàðà è Ëàðìîðà (1933) [72℄, ãäå, âèäèìî, âïåðâûåêëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû (Ìàêëîðåíà, ßêîáè, Äèðèõëå, Ïóàíêàðå è äð.) ïåðåñìîòðåíû íåâ ñâÿçè ñ ýâîëþöèåé ïëàíåò, à ñ ïðîáëåìàìè çâåçäíîé äèíàìèêè. Àâòîðàìè ïðåäïîëàãà-ëàñü äèññèïàöèÿ ýíåðãèè â ïðîöåññå çâåçäíîé ýâîëþöèè. Â äàëüíåéøåì ýòî íàïðàâëåíèåïîëó÷èëî ðàçâèòèå â ðàáîòàõ ×àíäðàñåêõàðà.2. Óðàâíåíèÿ Äèðèõëå è �èìàíà2.1. Óðàâíåíèÿ ÄèðèõëåÍàïîìíèì îñíîâíûå ýòàïû âûâîäà óðàâíåíèé Äèðèõëå è �èìàíà è ïðåäñòàâèì èõ âñîâðåìåííîé ìàòðè÷íîé �îðìå.Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé èäåàëüíîé æèäêîñòè åäèíè÷íîé ïëîò-íîñòè â �îðìå Ëàãðàíæà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà æèäêîñòü, ïîòåíöèàëüíû,èìåþò âèä (
∂x
∂a

)T
ẍ = −∂(U + p)

∂a
, (1)ãäå a = (a1, a2, a3) � íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñðåäû (òàê íàçûâàåìûåëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû), x(a, t) � êîîðäèíàòû òî÷åê ñðåäû â ìîìåíò âðåìåíè t (ò. å.

x(a, 0) = a), U(a, t) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âíåøíèõ ñèë, p(a, t) � äàâëåíèå,
∂x
∂a

=

∥∥∥∥
∂xi
∂aj

∥∥∥∥ � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìîäîïîëíèòü óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â �îðìå
det

(
∂x
∂a

)
= 1. (2)Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ãäå íåèçâåñòíû-ìè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå âåëè÷èíû x1, x2, x3, p êàê �óíêöèè ïåðåìåííûõ a, t. Äëÿ èõ îïðåäå-ëåíèÿ ïîìèìî íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x(a, 0) = a, ẋ(a, 0) = v0(a)) íåîáõîäèìî òàêæå çàäàòüãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî âñþäó íà ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè äàâëåíèå èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, íå çàâèñÿùåå îò a.Äèðèõëå çàìåòèë, ÷òî åñëè ïîòåíöèàë âíåøíèõ ñèë U(a, t) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé êâàä-ðàòè÷íîé �óíêöèåé ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò, ò. å.

U(a, t) = U0(t) + (a,V(t)a), (3)ãäå U0(t) íå çàâèñèò îò a, V(t) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1), (2)äîïóñêàþò ÷àñòíîå ðåøåíèå
x(a, t) = F(t)a, detF(t) = 1. (4)Çäåñü F(t) � 3õ3 ìàòðèöà.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



370 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÏðè ýòîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè æèäêîñòü èìåëà �îðìó ýëëèïñîèäà
(a,A−2

0 a) 6 1, (5)ãäå A0 = diag(A0
1, A

0
2, A

0
3) � ìàòðèöà íà÷àëüíûõ ïîëóîñåé, à äàâëåíèå èìååò âèä

p(a, t) = p0(t) + σ(t)(1 − (a,A−2
0 a)). (6)Ïîäñòàâëÿÿ (3), (4), (6) â (1), (2), íàõîäèì óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû F(t) è �óíêöèè σ(t)â �îðìå

FT F̈ = −2V − 2σA−2
0 ,

detF = 1.
(óðàâíåíèÿ Äèðèõëå) (7)Êàê ïîêàçàë Äèðèõëå, ñèñòåìà äåñÿòè óðàâíåíèé (7) äëÿ äåñÿòè íåèçâåñòíûõ �óíêöèé

Fij(t), σ(t), i, j = 1, 2, 3 ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) ïåðâîíà÷àëüíûé ýëëèïñîèä (5) ïå-ðåéäåò â ýëëèïñîèä, îïðåäåëÿåìûé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé âèäà
(x, (FA2

0F
T )−1x) 6 1. (8)2.2. Óðàâíåíèÿ �èìàíàÏðåæäå ÷åì çàïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà (3) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèé (7), ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â �îðìå�èìàíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â ïîäâèæíóþ ñèñòåìó ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà. Òàêîå ïðåîá-ðàçîâàíèå, êàê èçâåñòíî, çàäàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé

ζ = Qx, QT = Q−1. (9)Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ζ ýëëèïñîèä îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
(ζ,A−2ζ) 6 1, (10)ãäå A = diag(A1, A2, A3) � ìàòðèöà ãëàâíûõ ïîëóîñåé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) ÷àñòèöû æèäêîñòè âñåâðåìÿ äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñîèäàì, äëÿ êîòîðûõ

(ζ,A−2ζ) = (a,A−2
0 a) = n2 = const, 0 6 n2 < 1. (11)(Â ÷àñòíîñòè, ÷àñòèöû æèäêîñòè, áûâøèå íà ãðàíèöå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, îñòà-þòñÿ íà ãðàíèöå âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäóëü âåêòîðà A−1ζ íåìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó âåêòîðû A−1ζ è A−1
0 a òàêæå ñâÿçàíû îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

A−1ζ = ΘA−1
0 a, ΘT = Θ−1. (12)Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ìàòðèöû F ñëåäóþùåãî âèäà:

F = QTAΘA−1
0 . (13)Çàìå÷àíèå 1. Óìíîæàÿ íà ïîñòîÿííóþ ìàòðèöó A0, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå âèäà

FA0 = QTAΘ, (14)èçâåñòíîå èç ëèíåéíîé àëãåáðû êàê ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå [41℄.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 371Ââåäåì óãëîâûå ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì,
w = Q̇QT , ω = Θ̇ΘT , (15)êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè [3℄. Ïîäñòàâëÿÿ (15)â óðàâíåíèÿ (7), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ �èìàíà, êîòîðûå â ìàòðè÷íîé �îðìå çàïèñûâàþòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

v̇ − wv + vω = −2V̂A + 2σA−1,

v = Ȧ− wA + Aω,

A1A2A3 = 1,

(óðàâíåíèÿ �èìàíà) (16)ãäå V̂ = A−1ΘA0VA0Θ
TA−1.Äîïîëíèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèÿìè äëÿ ýâîëþöèè ìàòðèö Q,Θ,

Q̇ = wQ, Θ̇ = ωΘ, (17)ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó æèäêîãî ýëëèïñî-èäà.Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû G ∈ GL(3) ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-ÿìè ðàçëîæåíèå G = QAΘ, ãäå Q,Θ ∈ SO(3), A = diag(a1, a2, a3), a1 > a2 > a3 � íå åäèíñòâåííî.Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöû Q,Θ äîïóñêàþò äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà [41℄
Q′ = QRi, Θ′ = ΘRi, i = 0, 1, 2, 3,

R0 = E, R1 = diag(1,− 1,−1), R2 = diag(−1, 1,−1), R3 = diag(−1,−1, 1).
(18)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî R

2 ⊗ SO(3) ⊗ SO(3) (êîòîðîå äè��åîìîð�íî êîí�èãóðàöèîííîìóïðîñòðàíñòâó ñèñòåìû �èìàíà) ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõëèñòíûì íàêðûòèåì ðåàëüíîãî êîí�èãóðàöèîí-íîãî ïðîñòðàíñòâà SL(3). Àíàëîãè÷íûé ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ïðè êâàòåðíèîííîé çàïèñè óðàâíåíèéòâåðäîãî òåëà [3℄.2.3. �ðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàëÎïðåäåëèì òåïåðü ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (7) è (17). Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ïðåä-ñòàâëåíèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ýëëèïñîèäà â ñèñòåìå ãëàâ-íûõ îñåé
U(ζ) = −3

4
mG

∫
∞

0

dλ
∆(λ)

(
1 −

∑

i

ζ2
i

A2
i + λ

)
, ∆2(λ) =

∏

i

(A2
i + λ), (19)ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m = 4

3
πρA1A2A3 � ìàññà ýëëèïñîèäà.Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü (19) ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ Fè â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ a. Èñïîëüçóÿ (13), íàõîäèì A = QFA0Θ

T , îòêóäà ïîëó÷èì
A2 = AAT = QFA2

0F
TQT ,

∆2(λ) = det(A2 + λE) = det(FA2
0F

T + λE),

∑

i

ζ2
i

A2
i + λ

= (ζ, (A2 + λE)−1ζ) = (a,FT (FA2
0F

T + λE)−1Fa).

(20)
ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



372 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÒàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèöû V â óðàâíåíèÿõ Äèðèõëå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå âèäà
V = ε

∫
∞

0

dλ√
det(FA2

0F
T + λE)

FT (FA2
0F

T + λE)−1F, ε = 3
4
mG, (21)ïðè÷åì, êàê ìîæíî ïîêàçàòü ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè (ñì. [36℄), V çàâèñèò îò ýëåìåíòîâìàòðèöû F òîëüêî ïîñðåäñòâîì ñèììåòðè÷íûõ êîìáèíàöèé âèäà Φij =
∑

k FikFjk, ïðåä-ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû F.Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì ∂a
∂ζ

= A0Θ
TA−1, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â óðàâíåíèÿõ �è-ìàíà V̂ = diag(V̂1, V̂2, V̂3), ãäå

V̂i = ε

∫
∞

0

1

λ+A2
i

dλ
∆(λ)

= − 1
Ai

∂
∂Ai

ε

∫
∞

0

dλ
∆(λ)

. (22)2.4. Çàäà÷à �îøàÂ ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé Äæèíñà [58℄ (ñì. òàêæå [30,33℄) ìû íàçûâàåì çàäà÷åé�îøà çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè äå�îðìèðóåìîãî òåëà (ñïóòíèêà) è ñ�åðè÷åñêîãî òâåðäîãîòåëà, äâèæóùèõñÿ ïî êðóãîâûì êåïëåðîâñêèì îðáèòàì. Äåéñòâèòåëüíî, â ðàáîòå [80℄ �îøðàññìàòðèâàë äâèæåíèå æèäêîé ìàññû ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòèðóþùåãî öåíòðà (â ýòîé ðà-áîòå âîçíèêëè èçâåñòíûå çîíû �îøà). Áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïðè êîòîðîé âòîðîåòåëî íå îáëàäàåò ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé (ò. å., èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå äâóõ ïðîèçâîëüíûõòåë, öåíòðû ìàññ êîòîðûõ äâèæóòñÿ ïî êðóãîâûì îðáèòàì) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Äàðâè-íà [33℄.Ïóñòü æèäêàÿ ñàìîãðàâèòèðóþùàÿ ìàññà äâèæåòñÿ â ïîëå ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî-ãî òâåðäîãî òåëà, ïðè÷åì îáà òåëà âðàùàþòñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ ïî êðóãîâûìîðáèòàì. Âûáåðåì (ïîäâèæíóþ) ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ ýë-ëèïñîèäà, îñü Ox1 âûáåðåì â íàïðàâëåíèè îáùåãî öåíòðà, à îñü Ox3 � ïåðïåíäèêóëÿðíîïëîñêîñòè âðàùåíèÿ (ñì. ðèñ. 1).
Z

Y

X

x3

x2

x1

C

O

R

�èñ. 1Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â �îðìå Ëàãðàíæà â äàííîì ñëó÷àå çà-ïèñûâàþòñÿ â âèäå
(
∂x
∂a

)T
(ẍ + 2ωe3 × ẋ) = − ∂

∂a

(
p+ U + Us − 1

2
ω2(x2

1 + x2
2) + ω2 ms

me +ms
Rx1

)
, (23)

det

(
∂x
∂a

)
= 1, (24)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 373ãäå, êàê è âûøå, a � ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ æèäêîñòè, x(a, t) � èõ ïîëîæåíèÿâ äàííûé ìîìåíò, p(a, t) � äàâëåíèå, R � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìàññ òåë, me,ms� ìàññû ýëëèïñîèäà è ñ�åðû ñîîòâåòñòâåííî, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñèñòåì âî-êðóã îáùåãî öåíòðà ìàññ, U � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë (19). �ðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàëñ�åðè÷åñêîãî òåëà Us èìååò âèä
Us = − msG√

(x1 −R)2 + x2
2 + x2

3

= −msG

R

(
1 +

x1

R
+ 1

2
1

R2

(
2x2

1 − x2
2 − x2

3

)
+ . . .

)
,ãäå G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ.Îïóñêàÿ ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî |x|

R
è èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèåäëÿ êðóãîâîé êåïëåðîâñêîé îðáèòû R3ω2 = G(me + ms), îêîí÷àòåëüíî (ïîñëå ïðèâåäåíèÿïîäîáíûõ) ïîëó÷èì

(
∂x
∂a

)T
(ẍ + 2ωe3 × ẋ) = − ∂

∂a

(
p+ U − 1

2
ω2(x,Bx)

)
, det

(
∂x
∂a

)
= 1, (25)ãäå B = diag

(
3ms +me

me +ms
,

me

me +ms
,− ms

me +ms

). Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî íüþòî-íîâñêîãî öåíòðà (me
ms

→ 0
) ïîëó÷èì B = diag(3, 0,−1).Ïîäñòàâëÿÿ (4) è (6) â ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â çàäà÷å �îøàâ �îðìå

FT (F̈ + 2ΩḞ) = −2V + 2σA−2
0 + ω2FTBF,

detF = 1, (26)ãäå Ω = ‖ − ωεijk‖ � ìàòðèöà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.Çàìå÷àíèå 3. Óðàâíåíèÿ (25) ïðèâîäÿòñÿ â êíèãå ×àíäðàñåêõàðà, êîòîðûé ïðèìåíÿåò èõëèøü äëÿ íàõîæäåíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêèõ ðàâíîâåñíûõ êîí�èãóðàöèé æèäêèõ ìàññ è èññëåäîâàíèÿèõ óñòîé÷èâîñòè. Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (26) ×àíäðàñåêõàð íå ïðèâîäèò.ßñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (26) ìîãóò áûòü òàêæå çàïèñàíû â �îðìå �èìàíà
v̇ − wv − vw + 2Ω̄v = −2V̂A + 2σA−1 + ω2AB̄A,

v = Ȧ − wA + Aw,

A1A2A3 = 1,

(27)ãäå Ω̄ = QΩQT , B̄ = QBQT � ìàòðèöû, ïðåîáðàçîâàííûå ê ãëàâíûì îñÿì ýëëèïñîèäà.Êàê è âûøå, íóæíî äîáàâèòü óðàâíåíèÿ (17).Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (27) íå îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó (â îòëè-÷èå îò óðàâíåíèé �èìàíà) � ñèñòåìà çàìûêàåòñÿ òîëüêî ïîñëå äîáàâëåíèÿ óðàâíåíèé (17)äëÿ ýâîëþöèè ìàòðèöû Q.3. Ïåðâûå èíòåãðàëûÂåðíåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å Äèðèõëå��èìàíà î äèíàìèêå ñàìîãðàâèòèðóþùåãîýëëèïñîèäà. Ëèíåéíûå ïî ñêîðîñòÿì ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èççàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ çàâèõðåííîñòè è ìîìåíòà èìïóëüñà (çàêîí ïëîùàäåé).ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



374 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.Êèëèí3.1. ÇàâèõðåííîñòüÇàïèñûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàâèõðåííîñòè äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ëàãðàí-æåâîé �îðìå (1), ïîëó÷èì
∑

i

(
∂xi
∂ak

∂ẋi
∂al

− ∂xi
∂al

∂ẋi
∂ak

)
= ξkl = const, (28)ïðè÷åì âûïîëíåíî ξkl = −ξlk. Îáîçíà÷àÿ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó Ξ = ‖ξkl‖, äëÿóðàâíåíèé Äèðèõëå (7) íàõîäèì

Ξ = FT Ḟ − ḞTF = const. (29)Â ïåðåìåííûõ �èìàíà ïîëó÷èì
Ξ′ = A0ΞA0 = ΘT (A2ω + ωA2 − 2AwA)Θ = const. (30)Íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ çàâèõðåííîñòè Ξ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Äè-ðèõëå (7) î÷åâèäíî (ò. ê. ïðàâàÿ ÷àñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà).Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ñîõðàíåíèå çàâèõðåííîñòè â ýòîé çàäà÷å áûëî óêàçàíî Äèðèõëååùå äî ïîÿâëåíèÿ êëàññè÷åñêîé ðàáîòû �åëüìãîëüöà, ãäå ýòîò çàêîí ðàñïðîñòðàíåí íà âñþãèäðîäèíàìèêó èäåàëüíîé æèäêîñòè.3.2. ÌîìåíòÌîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ýëëèïñîèäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå

Mij =

∫
(xiẋj − xj ẋi)d

3x = m
5

∑

k

(FikḞjk − FjkḞik)(A
0
k)

2. (31)Â ìàòðè÷íîé �îðìå, îïóñêàÿ íåñóùåñòâåííûé ìíîæèòåëü, çàïèøåì
M′ = FA2

0Ḟ
T − ḞA2

0F
T = const, (32)ãäå M′ = ‖ 5

mMij‖. È àíàëîãè÷íî â ïåðåìåííûõ �èìàíà èìååì
M′ = QT (A2w + wA2 − 2AωA)Q = const. (33)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòîÿíñòâà ìîìåíòà M óäîáíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ �èìà-íà (16) (âû÷èñëåíèÿ ïðè ýòîì òàêæå î÷åâèäíûå).3.3. ÝíåðãèÿÏîìèìî ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîïóñêàþò åùå îäèí êâàäðàòè÷-íûé èíòåãðàë � ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû. Èíòåãðèðóÿ êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþýíåðãèþ ÷àñòèö æèäêîñòè ïî îáúåìó ýëëèïñîèäà, íàõîäèì

E = m
5

(Te + Ue),

Te = 1
2

Tr(ḞA2
0Ḟ

T ) = 1
2

Tr(Ȧ2 − w2A2 − ω2A2 + 2AwAω),

Ue = −2ε

∫
∞

0

dλ√
(λ+A2

1)(λ+A2
2)(λ+A2

3)
.

(34)
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�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 3754. Ëàãðàíæåâ è ãàìèëüòîíîâ �îðìàëèçì4.1. Ïðèíöèï �àìèëüòîíà è ëàãðàíæåâ �îðìàëèçìÊàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [60℄), äâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïðèí-öèïó �àìèëüòîíà, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå Äèðèõëå òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ïðèíöèïó.Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ëàãðàíæåâîé, à âïîñëåäñòâèè è â ãàìèëü-òîíîâîé �îðìå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèíöèï �àìèëüòîíà âïåðâûå áûë èñïîëüçî-âàí Ëèïøèöåì [66℄ è Ïàäîâîé [74℄.Â êà÷åñòâå �óíêöèè Ëàãðàíæà íåîáõîäèìî âûáðàòü ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöè-àëüíîé ýíåðãèè æèäêîñòè â ýëëèïñîèäå; ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî ìíîæèòåëÿ èìååì
L = Te − Ue, (35)ãäå Te, Ue îïðåäåëåíû âûøå (34). Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âûñòóïàþò ýëåìåíòûìàòðèöû F. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà�Ýéëåðà ñ ó÷åòîì ñâÿçè detF = 1, ïîëó÷èì

(
∂L

∂Ḟ

)
·

− ∂L
∂F

= κ
∂ϕ

∂F
, (36)ãäå ϕ = detF, è äëÿ âñÿêîé �óíêöèè èñïîëüçóåì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ∂f

∂F
=

∥∥∥∥
∂f

∂Fij

∥∥∥∥,
∂f

∂Ḟ
=

∥∥∥∥∥
∂f

∂Ḟij

∥∥∥∥∥, κ � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. Äè��åðåíöèðóÿ ñ ó÷åòîì �îð-ìóëû (∂ϕ
∂F

)T
= ϕF−1, ïîëó÷èì

F̈A2
0 = 2ε ∂

∂F

∞∫

0

dλ√
det(FA2

0F
T + λE)

+ κ(F−1)T detF. (37)Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè Äèðèõëå (7), åñëè ïîëî-æèòü κ = 2σ.Â �óíêöèþ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû âõîäèò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâìàòðèöà íà÷àëüíûõ ïîëóîñåé A0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ¾ïàðàìåòðû¿ ìîæíî ïåðåíåñòè â íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ; äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå çàìåíû G = FA0 (ïðåäëîæåííîé Äåäåêèíäîì [34℄)�óíêöèÿ Ëàãðàíæà è óðàâíåíèå ñâÿçè çàïèøóòñÿ â âèäå
L = 1

2
Tr(ĠĠT ) + 2ε

∞∫

0

dλ√
det(GGT + λE)

, ϕ = detG = detA0 = const. (38)Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, î÷åâèäíî, èìåþò âèä G|t=0 = A0, è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñîõðàíÿåòñâîþ �îðìó ( ∂L
∂Ġ

)
·

− ∂L
∂G

= H̃ ∂ϕ

∂G
.Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî çàìåíîé âèäà

G → (detA0)
1/3G, t→ (detA0)

1/3

2ε
tñèñòåìà (38) ïðèâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ ε = 1/2, ϕ = 1. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà æèäêîãî ñà-ìîãðàâèòèðóþùåãî ýëëèïñîèäà îïèñûâàåòñÿ íàòóðàëüíîé ëàãðàíæåâîé ñèñòåìîé áåç ïàðà-ìåòðîâ íà ãðóïïå SL(3).ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



376 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÏåðâûå èíòåãðàëû � çàâèõðåííîñòü (30), ìîìåíò (32) è ýíåðãèÿ (34) ïðåäñòàâëÿþòñÿâ �îðìå
Ξ = GT Ġ− ĠTG, M = GĠT − ĠGT ,

E = 1
2

Tr(ĠĠT ) − 2ε

∞∫

0

dλ√
det(GGT + λE)

.
(39)Ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ (13) �èìàí ïðåäñòàâèë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà êîí�èãóðàöè-îííîì ïðîñòðàíñòâå R

2⊗SO(3)⊗SO(3) (ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè àáåëåâîé ãðóïïû òðàíñëÿöèéè äâóõ ýêçåìïëÿðîâ ãðóïï âðàùåíèé òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà), ïðè÷åì ýëåìåíòû ìàòðèö
w,ω ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñêîðîñòè â áàçèñå ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä óðàâíåíèé Ïóàíêàðå íà ãðóïïå Ëè [3℄; ó÷èòûâàÿ, ÷òî�óíêöèÿ Ëàãðàíæà (38) íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ ìàòðèö Q,Θ, è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåñâÿçü ϕ = A1A2A3 = const, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé �èìàíà

(
∂L

∂Ȧi

)
·

= ∂L
∂Ai

+ κ̃
∂ϕ

∂Ai
,

(
∂L
∂wi

)
·

=
∑

j,k

εijk
∂L
∂wj

wk,

(
∂L
∂ωi

)
·

=
∑

j,k

εijk
∂L
∂ωj

ωk.

(40)ãäå κ̃ � íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ σ),
εijk � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè�×èâèòà.Çäåñü è äàëåå êîìïîíåíòû wi, ωi ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàìè êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö (15)ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó

wij = εijkwk, ωij = εijkωk. (41)4.2. �ðóïïà ñèììåòðèè è çàêîí âçàèìíîñòè ÄåäåêèíäàËàãðàíæåâî ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé Äèðèõëå (36) íàèáîëåå ïðîñòî ïîçâîëÿåò óêà-çàòü ãðóïïó ñèììåòðèé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëàãðàíæèàí ñî ñâÿ-çüþ (38) è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèéâèäà
G′ = S1GS2, S1,S2 ∈ SO(3). (42)Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Γ = SO(3) ⊗ SO(3).ßñíî, ÷òî íåòåðîâñêèìè èíòåãðàëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèì, ïðåîáðàçîâàíèÿì (42), ÿâëÿ-þòñÿ èíòåãðàëû çàâèõðåííîñòè è ïîëíîãî ìîìåíòà (39). È, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, óðàâ-íåíèÿ �èìàíà îïèñûâàþò ñèñòåìó, ðåäóöèðîâàííóþ ïî äàííîé ãðóïïå ñèììåòðèé.Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ (38), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíûîòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö:

G′ = GT .Îòêóäà ñëåäóåòÒåîðåìà 1 (çàêîí âçàèìíîñòè Äåäåêèíäà). Âñÿêîìó ðåøåíèþ G(t) óðàâíåíèé Äè-ðèõëå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå G′(t) = GT (t), äëÿ êîòîðîãî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè âðàùåíèåýëëèïñîèäà è âðàùåíèå æèäêîñòè â ýëëèïñîèäå (ò. å. Θ è Q, ñì. (13)).ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 377Íàèáîëåå èçâåñòíûé ïðèìåð � ýòî ýëëèïñîèä Äåäåêèíäà, âçàèìíûé ýëëèïñîèäó ßêîáè:â ýòîì ñëó÷àå îñè òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà íåèçìåííû â ïðîñòðàíñòâå, à æèäêîñòü â íåìñîâåðøàåò äâèæåíèå âîêðóã ìàëîé îñè ïî çàìêíóòûì ýëëèïñàì [34, 78℄.4.3. �àìèëüòîíîâ �îðìàëèçì è ðåäóêöèÿ ïî ñèììåòðèèÏðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ �èìàíà â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî, èñ-ïîëüçóÿ óðàâíåíèå ñâÿçè ϕ = const, âûðàçèì îäíó èç ïîëóîñåé
A3 =

v0
A1A2

(43)ãäå v0 � îáúåì ýëëèïñîèäà (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ). Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëå-æàíäðà
pi = ∂L

∂Ȧi
, mk = ∂L

∂wk
, µk = ∂L

∂ωk
, i = 1, 2, k = 1, 2, 3,

H =
∑

i

piȦi +
∑

k

(mkwk + µkωk) − L | Ȧ,ω,w→p,m,µ .
(44)Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ (30), (33), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû m =

= (m1,m2,m3) è µ = (µ1, µ2, µ3) ñâÿçàíû ñ ìîìåíòîì è çàâèõðåííîñòüþ ýëëèïñîèäà ïî�îðìóëàì
m = QTM ′, µ = ΘT ξ′, (45)ãäå âåêòîðû M ′ è ξ′ îáðàçîâàíû èç êîìïîíåíò àíòèñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö M′, Ξ′ ïî îáû÷-íîìó ïðàâèëó (41). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèîáðåòàþò âèä

Ȧi = ∂H
∂ṗi

, ṗi = ∂H
∂Ai

, i = 1, 2,

ṁ = m × ∂H
∂m

, µ̇ = µ × ∂H
∂µ

,
(46)ãäå ãàìèëüòîíèàí

H = HA +Hmµ + Ue,

HA = 1
2

A−2
3 (p2

1 + p2
2) + (p1A

−1
2 − p2A

−1
1 )2

∑
A−2
i

, (47)
Hmµ = 1

4

∑öèêë(mi + µi
Aj −Ak

)2

+

(
mi − µi
Aj +Ak

)2

,ãäå Ue � îïðåäåëåíî �îðìóëîé (34), ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A3 îïðåäåëåíî ñîãëàñ-íî (43).Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ (46) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ýâî-ëþöèþ ìàòðèö Q,Θ âèäà
Q̇ij =

∑

k,l

εiklQkj
∂H
∂ml

, Θ̇ij =
∑

k,l

εiklΘkj
∂H
∂µl

. (48)Óðàâíåíèÿ (46), (48) ïðåäñòàâëÿþò ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ âîñåìüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûñ íåêàíîíè÷åñêèìè ñêîáêàìè Ïóàññîíà:
{Ai, pj} = δij , {mi,mj} = εijkmk, {µi, µj} = εijkµk, (49)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406
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{mr, Qjk} = εiklQjl, {µi,Θjk} = εiklΘjl, (50)ãäå îïóùåíû íóëåâûå ñêîáêè.Çàìå÷àíèå 4. Èñêëþ÷åíèå îäíîé èç ïîëóîñåé (43) ïðèâîäèò ê ïîòåðå ñèììåòðè÷íîñòè ãàìèëü-òîíèàíà (47), ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëóîñåé Ai îñòàâëÿþò â ëàãðàíæåâîé �îðìåñ íåîïðåäåëåííûì ìíîæèòåëåì [30,78℄.Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî îòäåëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (46), îïèñûâà-þùàÿ ýâîëþöèþ ïåðåìåííûõ Ai, pi,m,µ, è ïðè ýòîì ñêîáêà Ïóàññîíà ýòèõ ïåðåìåííûõ (49)òàêæå îêàçûâàåòñÿ çàìêíóòà. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (46) îïèñûâàþò ðåäóöè-ðîâàííóþ ïî ãðóïïå ñèììåòðèé (42) ñèñòåìó.Îãðàíè÷åíèå ñêîáêè (49) îáëàäàåò äâóìÿ î÷åâèäíûìè �óíêöèÿìè Êàçèìèðà

Φm = (m,m), Φµ = (µ,µ) (51)è èìååò ðàíã âîñåìü (ïðè óñëîâèè, ÷òî Φm 6= 0,Φµ 6= 0).Òî åñòü â îáùåì ñëó÷àå ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ñòåïåíè ñâîáîäû.Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îäèí èç èíòåãðàëîâ (51) ðàâåí íóëþ, ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòå-ìà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Ýòî òàê íàçûâàåìûå áåçâèõðåâûå (Φµ = 0) è áåçìîìåíòíûå(Φm = 0) ýëëèïñîèäû.Åñëè îáà èíòåãðàëà (51) îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà èìååò äâåñòåïåíè ñâîáîäû è îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ ýëëèïñîèäà áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâ-ëåíèÿ îñåé è áåç âíóòðåííèõ òå÷åíèé (íèæå ýòîò ñëó÷àé ðàçîáðàí ïîäðîáíî).Çàìå÷àíèå 5. Âïåðâûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå â óðàâíåíèÿõ �èìàíà áûëè ââåäåíû Áåò-òè [24℄, êîòîðûé çàäîëãî äî ñîâðåìåííîé òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íà àëãåáðàõ Ëè èñïîëüçîâàëêîììóòàöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû so(4). Èñïîëüçóÿ êîììóòàöèþ, îí âïîëíå ñîâðåìåííûìñïîñîáîì ââåë êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå äëÿ ïðèâåäåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé �èìàíà ê èí-òåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè. Âîïðîñû ãàìèëüòîíîâà õàðàêòåðà óðàâíåíèé �èìàíàðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ [50, 83, 84℄. Èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ ýòèõ ðàáîò ñâÿ-çàíû ñ ïðåäñòàâëåíèåì óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà ðàñøèðåííîé àëãåáðå Ëè, äëÿ êîòîðîé ðåàëüíûåäâèæåíèÿ ëåæàò íà ñïåöèàëüíûõ îðáèòàõ; íàì ïîêà íåÿñíà öåííîñòü òàêîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ äè-íàìèêè. Áîëåå �îðìàëüíàÿ ïðîöåäóðà ðåäóêöèè è ãàìèëüòîíèçàöèè óðàâíåíèé �èìàíà, áëèçêàÿ êïðèâîäèìûì çäåñü èññëåäîâàíèÿì, èìååòñÿ â ñòàòüå [41℄. �îäñòâåííûé àíàëèç èìååòñÿ â [55℄ â ñâÿçèñ ðàññìîòðåíèåì äâèæåíèé Äèðèõëå èäåàëüíîé ìàãíèòî- ãèäðîäèíàìèêè. Â [25℄ èìååòñÿ íåêîòîðûéàëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ãàìèëüòîíîâîñòè, êîòîðûé òàêæå òðåáóåò îáñóæäåíèÿ.Çàìå÷àíèå 6. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
L = m + µ, π = m − µïðèâîäèò ¾óãëîâóþ¿ ÷àñòü Hmµ ãàìèëüòîíèàíà (47) ê äèàãîíàëüíîé �îðìå

Hmµ = 1
4
(L,ΛL) + 1

4
(π,Ππ),

Λ = diag

(
1

(A2 −A3)
2
, 1
(A3 −A1)

2
, 1
(A1 −A2)

2

)
,

Π = diag

(
1

(A2 +A3)
2
, 1
(A3 +A1)

2
, 1
(A1 +A2)

2

)
,

(52)ïðè ýòîì ñêîáêè Ïóàññîíà ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
{Li, Lj} = εijkLk, {Li, πj} = εijkπk, {πi, πj} = εijkLkÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 379è ñîîòâåòñòâóþò, êàê èçâåñòíî, àëãåáðå so(4). Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â ìàòðè÷íîé �îðìå
Ẋ = [X,Ω], (53)ãäå

X =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 L3 −L2 π1

−L3 0 L1 π2

L2 −L1 0 π3

−π1 −π2 −π3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
, Ω =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 ∂H
∂L3

− ∂H
∂L2

∂H
∂π1

− ∂H
∂L3

0 ∂H
∂L1

∂H
∂π2

∂H
∂L2

− ∂H
∂L1

0 ∂H
∂π3

− ∂H
∂π1

− ∂H
∂π2

− ∂H
∂π3

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (54)à óðàâíåíèÿ äëÿ Ai, pi ñîõðàíÿþò ïðåæíèé âèä (46).Óðàâíåíèÿ (53) ïî �îðìå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãîòâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà ìîìåíò è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñâÿçàíû ëèíåéíûìèñîîòíîøåíèÿìè âèäà
X = 1

2
(JΩ + ΩJ), (55)ãäå J � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà � ìîìåíò èíåðöèè òåëà â îñÿõ ñâÿçàííûõ ñ òåëîì.Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû (54) äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå��èìàíà íå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-íèþ (55) íè ïðè êàêîé ìàòðèöå J, ò. å. àíàëîãèÿ ñ äèíàìèêîé òâåðäîãî òåëà â äàííîì ñëó÷àå íîñèò÷èñòî �îðìàëüíûé õàðàêòåð. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî òâåðäîãî òåëà ìàòðèöû Λ è Πèìåþò âèä [3℄

Λ = diag

(
1

λ2 + λ3

, 1
λ1 + λ3

, 1
λ1 + λ2

)
, Π = diag

(
1

λ0 + λ1

, 1
λ0 + λ2

, 1
λ0 + λ3

)
.Òàêàÿ �îðìà óðàâíåíèé (53) áûëà îòìå÷åíà Äàéñîíîì [39℄ äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìèêè ñæèìàåìîãî ýë-ëèïñîèäà (ñì. íèæå).5. ×àñòíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ5.1. Äâèæåíèÿ ýëëèïñîèäà ñ ñîõðàíåíèåì �îðìûÏðîñòåéøèå äâèæåíèÿ æèäêèõ ýëëèïñîèäîâ � ýòî ñåìåéñòâî ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõâñå òðè îñè ýëëèïñîèäà íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

Ai = const, i = 1, 2, 3. (56)ßñíî, ÷òî ýëëèïñîèäû Ìàêëîðåíà è ßêîáè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè òàêèõ äâèæåíèé.Â ýòîì ñëó÷àå ýëëèïñîèä âðàùàåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî âîêðóã ãëàâíîé îñè (â ñëó÷àå Ìà-êëîðåíà � ýòî îñü ñèììåòðèè, à â ñëó÷àå ßêîáè � íàèìåíüøàÿ îñü).Ýëëèïñîèä Äåäåêèíäà � åùå îäèí ïðèìåð òàêèõ äâèæåíèé, ïðè ýòîì îñè íåèçìåí-íû êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýëëèïñîèä Äåäåêèíäàâçàèìåí â ñìûñëå òåîðåìû 1 ýëëèïñîèäó ßêîáè (ýëëèïñîèä Ìàêëîðåíà âçàèìåí ñàì ñåáå).Äëÿ âñåõ âûøåóêàçàííûõ ðåøåíèé (ýëëèïñîèäû Ìàêëîðåíà, ßêîáè, Äåäåêèíäà) äâåïàðû êîìïîíåíò âåêòîðîâ m,µ îáðàùàþòñÿ â íóëü, à îñòàâøèåñÿ ïîñòîÿííû (íàïðèìåð,áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü m1 = µ1 = m2 = µ2 = 0,m2 = const, µ3 = const).Â ðàáîòå �èìàíà [78℄ äîêàçàí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò:ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



380 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÒåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî (56) è âñå Ai ðàçëè÷íû, òîãäà m,µ íå çàâèñÿò îòâðåìåíè è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ îáðàùàåòñÿ â íóëü (ò. å.
mi = µi = 0 äëÿ íåêîòîðîãî i).Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå æèäêîãî ýëëèïñîèäà ñ íåñîâïàäàþùèìèîñÿìè, äëÿ êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ �îðìà, ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ðåäóöèðîâàííîéñèñòåìû (46) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óðàâíåíèé �èìàíà (27). Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãîðåçóëüòàòà, áûëî äàíî â ðàáîòå [74℄.�èìàí òàêæå óêàçàë íîâûå ðåøåíèÿ � ýëëèïñîèäû �èìàíà � ïðè óñëîâèè, ÷òî òîëüêîïàðà êîìïîíåíò m,µ îáðàùàåòñÿ â íóëü (ò. å. m1 = µ1 = 0, µ2,m2, µ3,m3 6= 0).Â.À.Ñòåêëîâ [88,89℄ ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàë ñëó÷àé ðàâåíñòâà ïàðû îñåé (Ai = Aj 6=
6= Ak) è ïîêàçàë, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò äâèæåíèé ñ ñîõðàíåíèåì �îðìû, îòëè÷-íûõ îò ýëëèïñîèäîâ (ñ�åðîèäîâ) Ìàêëîðåíà. Â ýòîì ñìûñëå îí îáîáùèë ðåçóëüòàò �èìàíàíà îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé (ñàì �èìàí íå äàë â ýòîì ñëó÷àå ïîäðîáíîãî äîêàçàòåëüñòâà).Â ðàáîòå [71℄ ñäåëàíà ïîïûòêà ïåðåñìîòðåòü ðåçóëüòàòû �èìàíà.5.2. Îñåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé (Äèðèõëå [36℄)Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå �óíêöèåé Ëàãðàíæà (38),äîïóñêàþò (äâóìåðíîå) èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå, ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö âèäà

G =

∥∥∥∥∥∥

u v 0
−v u 0
0 0 w

∥∥∥∥∥∥
,ãäå detG = (u2 + v2)w = v0 = const � îáúåì ýëëèïñîèäà. Ýòî ìíîãîîáðàçèå ñîîòâåòñòâóåòîñåñèììåòðè÷íîìó äâèæåíèþ æèäêîãî ýëëèïñîèäà (ñì. [36℄). Ïðè ýòîì ìàòðèöà ãëàâíûõïîëóîñåé èìååò âèä

A = (GGT )1/2 = diag(
√
u2 + v2,

√
u2 + v2, w).Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ detG = v0 ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ñëåäóþùåãî âèäà

u = v
1/3
0 r cosψ, v = v

1/3
0 r sinψ, w =

v
1/3
0

r2
,äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà (38) ïîëó÷èì

L = v
2/3
0

((
1 + 2

r6

)
ṙ2 + r2ψ̇2 + Us

)
,ãäå

Us = −2ε
v0

∞∫

0

dλ

(λ+ r2)
√
λ+ 1/r4

= −2ε
v0
r2 ×





2arctg
√
r6 − 1√

r6 − 1
, r > 1,

ln

(
1 +

√
1 − r6

1 −
√

1 − r6

)

√
1 − r6

, r < 1.Ïåðåìåííàÿ ψ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ïåðâûé èíòåãðàë âèäà
pψ = 1

v
2/3
0

∂L

∂ψ̇
= 2r2ψ̇,ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 381êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé ìî-ìåíòà M ′

12 (32). Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë ýíåðãèè (34), ïîëó÷èì êâàäðàòóðó, îïðåäåëÿþùóþýâîëþöèþ r: (
1 + 2

r6

)
ṙ2 = h− U∗, U∗ = Us + c

r2
,ãäå h = E

mv
2/3
0

, c =
pψ
4
� �èêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ýíåðãèè è ìîìåíòà. Ìèíèìóìïðèâåäåííîãî ïîòåíöèàëà U∗ ñîîòâåòñòâóåò ñ�åðîèäó Ìàêëîðåíà.5.3. Ñëó÷àé �èìàíà [78℄Èìååòñÿ áîëåå îáùåå (÷åì îïèñàííîå âûøå) èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå çàäà-åòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé îáùåãî âèäà

G =

∥∥∥∥∥∥

u1 v1 0
u2 v2 0
0 0 w3

∥∥∥∥∥∥
. (57)Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëû (30), (32), ïîëó÷èì

M ′

12 = u1u̇2 − u2u̇1 + v1v̇2 − v2v̇1, M ′

23 = M ′

13 = 0,

ξ′12 = u1v̇1 − v1u̇1 + u2v̇2 − v2u̇2, ξ′23 = ξ′13 = 0,Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî Q, Θ â äàííîì ñëó÷àå èìåþò àíàëîãè÷íûé (57) áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííîìó �èìàíîì ñëó-÷àþ, äëÿ êîòîðîãî â óðàâíåíèÿõ (46) íóæíî ïîëîæèòü
m1 = m2 = 0, m3 = const,

µ1 = µ2 = 0, µ3 = const.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îïèñûâà-þùóþ ýâîëþöèþ ãëàâíûõ ïîëóîñåé A1, A2; åå ãàìèëüòîíèàí
H = 1

2

A−2
3 (p2

1 + p2
2) + (p1A

−1
2 − p2A

−1
1 )2

∑
A−2
i

+ U∗(A1, A2), (58)ãäå ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë
U∗ = Ue +

c21

(A1 −A2)
2

+
c22

(A1 +A2)
2
,è c21 = 1

4
(m3 + µ3)

2, c22 = 1
4
(m3 − µ3)

2 � �èêñèðîâàííûå ïîñòîÿííûå èíòåãðàëîâ.×àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (58) ïðè c1 = c2 = 0 (ò. å. ïðè óñëîâèè íåèçìåííîñòè íàïðàâ-ëåíèé ãëàâíûõ îñåé ýëëèïñîèäà) áûë îòìå÷åí òàêæå Êèðõãî�îì [60℄, êîòîðûé âûñêàçàëïðåäïîëîæåíèå, ÷òî çàäà÷à íå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðàì.Ïðè U∗ = 0 ãàìèëüòîíèàí (58) îïèñûâàåò ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê íà êóáèêå A1A2A3 =
= const. Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó äâóìÿ ðàçíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìèòàêæå áûëà îòìå÷åíà �èìàíîì.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



382 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.Êèëèí5.4. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð (Ëèïøèö [66℄)Äàííûé ñëó÷àé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñëó÷àå �èìàíà,óñòðåìëÿÿ ê áåñêîíå÷íîñòè îäíó îñü ýëëèïñîèäà (A3 → ∞). Òåì íå ìåíåå, óäîáíåå ñðàçó ðàñ-ñìàòðèâàòü ñëó÷àé ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ïîëàãàÿ ìàòðèöó F èìåþùåéâèä
F =

∥∥∥∥
F̄ 00 1 ∥∥∥∥ , det F̄ = 1, (59)ãäå F̄ � 2 × 2 ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûì äåòåðìèíàíòîì.Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Äèðèõëå [10℄, ìî-ãóò áûòü áåç èçìåíåíèé ïåðåíåñåíû íà ýòîò ñëó÷àé, íóæíî ëèøü ïîìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþ-ùèì îáðàçîì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìïðåäñòàâëåíèåì ïîòåíöèàëà âíóòðåííèõ òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà áîëüøîé äëèíû lâ ñèñòåìå ãëàâíûõ îñåé

U(ζ) = ε̄

(
U0(l) −

ζ2
1

A1(A1 +A2)
− ζ2

2

A2(A1 +A2)

)
+O(1/l),ãäå ε̄ = Gm̄, G � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m̄ = πρA1A2 � ìàññà íà åäèíèöó äëèíûöèëèíäðà. Ïîñòîÿííàÿ U0(l) −→

l→∞

∞, íî íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ìîæåò áûòüîïóùåíà.Ïåðåõîäÿ, ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì, ê ëàãðàíæåâó ïðåäñòàâëåíèþ è äåëàÿ çàìåíó
Ḡ = F̄Ā0, ãäå Ā0 = diag(A0

1, A
0
2), ïîëó÷èì ëàãðàíæèàí ñèñòåìû â �îðìå

L = 1
2

Tr
(

˙̄G ˙̄GT
)
− Ūe,

Ūe = −2ε̄ ln(A1 +A2)
2 = −2ε̄ ln(Tr(ḠḠT ) + 2det Ḡ).Ïîäñòàâëÿÿ â ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Ḡ = Q̄T ĀΘ̄ â ÿâíîì âèäå

Q̄ =

∥∥∥∥
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

∥∥∥∥ , Θ̄ =

∥∥∥∥
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

∥∥∥∥ , A =

∥∥∥∥
A1 0
0 A2

∥∥∥∥ ,ïîëó÷èì �óíêöèþ Ëàãðàíæà â âèäå
L = 1

2

(
Ȧ2

1 + Ȧ2
2 + (A1φ̇−A2ψ̇)2 + (A2φ̇−A1ψ̇)2

)
− Ūe(A1, A2).Ìû âèäèì, ÷òî ïåðåìåííûå φ, ψ öèêëè÷åñêèå è èìååòñÿ äâà ëèíåéíûõ èíòåãðàëà

∂L

∂φ̇
= pφ,

∂L

∂ψ̇
= pψ. (60)Ïàðàìåòðèçóåì ñîîòíîøåíèå A1A2 = v̄0 ñ ïîìîùüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíêöèé

A1 = v̄
1/2
0 (ch u+ shu), A2 = v̄

1/2
0 (ch u− shu).Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë ýíåðãèè è èíòåãðàëû (60), ïîëó÷èì êâàäðàòóðó äëÿ ïåðåìåííîé u:

v̄0(ch 2u)u̇2 = h− Ū∗,

Ū∗ = 2ε̄ ln(ch u) +
c̄21

ch2 u
+

c̄22

sh2 u
,ãäå c̄21 = 1

16
(pφ−pψ)2, c̄22 = 1

16
(pφ+pψ)2, h � �èêñèðîâàííûå êîíñòàíòû ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 3836. Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà�àññìîòðèì ïîäðîáíåå êîëåáàíèÿ (ïóëüñàöèè) æèäêîãî ýëëèïñîèäà â ñëó÷àå �èìàíà(57). Ïðåäñòàâèì òåïåðü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû (58) â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå, íàèáî-ëåå óäîáíîé äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû. Ïàðàìåòðèçóåì ïîâåðõíîñòü A1A2A3 =
= v0 ïðè ïîìîùè öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

A1 = r cosφ, A2 = r sinφ, A3 =
2v0

r2 sin2 2φ
,

p1 = pr cosφ−
pφ
r sinφ, p2 = pr sinφ−

pφ
r cosφ

. (61)�àìèëüòîíèàí (58) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå
H = 1

2

(
1 +

c20

r6 sin4 2φ

)
−1(

p2
r +

p2
φ

r2
+

c20

r6 sin4 2φ

(
pr cos 2φ−

pφ
r sin 2φ

)2
)

+ U∗(r, φ), (62)ãäå c0 = 4v0.Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ñèñòåìà îïðåäåëåíà â êâàäðàíòå A1 > 0, A2 > 0, A3 > 0, òî â äàí-íîì ñëó÷àå 0 < φ < π/2. Ñäåëàåì â ýòîé ñèñòåìå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ âèäà
ρ = r2, ψ = 2φ, (63)ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí â �îðìå

H =
2(ρ2(c20 cos2 ψ + ρ3 sin4 ψ)p2

ρ + sin2 ψ(c20 + ρ3 sin2 ψ)p2
φ − 2ρc20 cosψ sinψpψpφ)

ρ(c20 + ρ3 sin4 ψ)
+ U∗(ρ, ψ).(64)Ïåðåõîäÿ ê íîâûì äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì ïî �îðìóëàì

x = ρ cosψ, y = ρ sinψ, (65)ïîëó÷àåì
H = 2ρ

(
p2
x +

y4p2
y

y4 + c̄20ρ

)
+ U∗(x, y), (66)ãäå ρ =

√
x2 + y2, ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà (66) îïðåäåëåíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè(y > 0). Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû âèäèì, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû èìååò íàèáîëååïðîñòîé âèä.Çàìå÷àíèå 7. Ïðåîáðàçîâàíèå (63) � ýòî èçâåñòíîå â íåáåñíîé ìåõàíèêå ïðåîáðàçîâàíèåËåâè�×èâèòà (íàçûâàåìîå òàêæå ïðåîáðàçîâàíèåì Áîëèíà), êîòîðîå îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â êîì-ïëåêñíîé �îðìå

x+ iy = ρeiψ = (A1 + iA2)
2.Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè U∗ = 0 ãàìèëüòîíèàí (66) îïèñûâàåò ãåîäåçè÷åñêèéïîòîê íà êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè A1A2A3 = const, âëîæåííîé â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

R
3. Ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè (ãåîäåçè÷åñêèå) ýòîé ñèñòåìû íåêîìïàêòíûå, ïîýòîìó íå óäàåòñÿïîñòàâèòü êîìïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ ÷èñëåííîãî äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòèïðè U∗ = 0. Êàê ïîêàçàë íåäàâíî Ñ.Ë. Çèãëèí [5℄, ýòà ñèñòåìà (ïðè U∗ = 0, ò.å. ãåîäåçè÷åñêèåïîòîê) íå äîïóñêàåò ìåðîìîð�íîãî äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



384 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÇàìå÷àíèå 8. �àçëè÷íûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è îñîáûåëèíèè íà íèõ (àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè, ëèíèè êðèâèçíû, ãåîäåçè÷åñêèå) áûëè ïðåäìåòîì àêòèâ-íîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêîâ XIX âåêà. Áîëüøîé ýíòóçèàçì âûçâàëà îòêðûòàÿ ßêîáè èíòåãðèðóå-ìîñòü çàäà÷è î ãåîäåçè÷åñêèõ íà ýëëèïñîèäå è âîîáùå íà êâàäðèêàõ. Ýòà èíòåãðèðóåìîñòü ñïðà-âåäëèâà òàêæå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ðàçäåëåíèÿïåðåìåííûõ. Åå èçó÷åíèþ êàê ñ àíàëèòè÷åñêîé (èíòåãðèðîâàíèå ñ ïîìîùüþ òåòà-�óíêöèé), òàêè ñ êà÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Îäíàêî ìàòåìàòèêè XIX âåêàìàëî ïðåóñïåëè, à â XX âåêå ïî÷òè íè÷åãî íå äîáàâèëè â íàïðàâëåíèè íàõîæäåíèÿ ãåîäåçè÷å-ñêèõ ïîòîêîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Âèäèìî, â ñâÿçè ñ ýòîé çàäà÷åé Äàðáóðàçâèë íàóêó îá îðòîãîíàëüíûõ ñåìåéñòâàõ ïîâåðõíîñòåé, èçó÷èâ íà ýòîì ïóòè èíòåðåñíûå ïî-âåðõíîñòè 3-é (öèêëèäû Äàðáó) è 4-é ñòåïåíè (êîòîðûå òàêæå áûëè îáíàðóæåíû �îáåðòñîì [79℄è Âàíãåðèíîì [94℄). Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî ýòèõ ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé â òîì, ÷òî îíè ÿâëÿþò-ñÿ ñåìåéñòâîì Ëàìý, îáðàçóþò òðèîðòîãîíàëüíóþ ñåòêó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, è äëÿ íèõìîæíî â âèäå ýëëèïòè÷åñêèõ êâàäðàòóð âûïèñàòü ðåøåíèå äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ëèíèé è ëèíèéêðèâèçíû. Îäíàêî ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ýòèõ ïîâåðõíîñòåé íàéòè íå óäàëîñü. Ïðè÷èíà ýòîãî, êàêïîêàçàëè ïðîâåäåííûå íàìè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, çàêëþ÷àåòñÿ â íåèíòåãðèðóåìîñòè ãåîäå-çè÷åñêîãî ïîòîêà. Â ñâÿçè ñ ýòîé çàäà÷åé îòìåòèì ðàáîòû Øëå�ëè [87℄ è Êåëëè [29℄ ïî êëàññè-�èêàöèè ðàçëè÷íûõ êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå, ñëåäîì çà �óíäàìåíòàëü-íîé ðàáîòîé ßêîáè î ãåîäåçè÷åñêèõ íà êâàäðèêàõ, ïîëîæèëè íà÷àëî ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîéãåîìåòðèè. Íåäàâíî Â.Â. Êîçëîâ [7℄ íàøåë òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè ãåîäå-çè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà íåêîìïàêòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ (â ÷àñòíîñòè, â òðåòüåé è ÷åò-âåðòîé ñòåïåíè). Ê ñîæàëåíèþ, åãî ðåçóëüòàòû íå ïðèìåíèìû ê ïîâåðõíîñòÿì �èìàíà A1A2A3 =
= const.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû �àçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (66). Â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿÏóàíêàðå áûëà âûáðàíà ïëîñêîñòü x = 1. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, ïðè ýíåðãèÿõ, áëèçêèõê ìèíèìàëüíîé, �àçîâûé ïîðòðåò ïðàêòè÷åñêè ðåãóëÿðíûé (ñì. ðèñ. 1a, 1). Ïðè óâåëè÷å-íèè ýíåðãèè ïðîèñõîäèò õàîòèçàöèÿ �àçîâîãî ïîðòðåòà, ÷òî õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 1b, 1d.Íà ðèñ. 1e, 1f òàêæå èçîáðàæåíî ïåðåñå÷åíèå íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé(ñåïàðàòðèñ), ÷òî ìîæåò ñëóæèòü ÷èñëåííûì äîêàçàòåëüñòâîì íåèíòåãðèðóåìîñòè äàííîéñèñòåìû.Çàìå÷àíèå 9. Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿïðåäñòàâëåíèåì ïîòåíöèàëà Ue (34) è åãî ïðîèçâîäíûõ ïðè ïîìîùè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé
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dα√
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� ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.Âñëåäñòâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê âåëè÷èí A1, A2, A3, èõ ìîæíî óïîðÿ-äî÷èòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå çíà÷åíèÿ æ, ϕ, k îêàçàëèñü âåùåñòâåííûìè. Ïðè íàõîæäåíèè ïðî-èçâîäíûõ (êîòîðûå î÷åâèäíî íå èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê Ai) òðåáóåòñÿ âíà÷àëåâûïîëíèòü íåîáõîäèìîå óïîðÿäî÷åíèå âåëè÷èí A1, A2, A3, à çàòåì âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ èíòå-ãðàëà I ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó àðãóìåíòó.Äëÿ ïðîèçâîäíûõ F (ϕ, k) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406
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a) h c c= 1.15, = = 0- 1 2 b) h c c= 1.1, = = 0- 1 2

c) h c c= 1.09, = 0.1, = 0- 1 2 d) h c c= 1.07, = 0.1, = 0- 1 2

f) h c c= .9, = = 0-0 1 2
e) h c c= .9, = = 0-0 1 2
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y

py

y
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�èñ. 2. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñèñòåìû (66). Äëÿ âñåõ ðèñóíêîâ c0 = 1, ε = 0, 6 è â êà÷åñòâå ïëîñ-êîñòè ñå÷åíèÿ âûáðàíû ïëîñêîñòè x = 1 (ðèñ. a)�d)) è x = 0.1(ðèñ.e), f)).
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1 − k2 sin2 αdα � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà.
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386 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíII. Äèíàìèêà ãàçîâîãî îáëàêà ñ ýëëèïñîèäàëüíîéñòðàòè�èêàöèåé1. ÂâåäåíèåÈçó÷åíèå äèíàìèêè ãàçîâûõ ýëëèïñîèäîâ íà÷èíàåòñÿ ñ ðàáîòû Ë.Â.Îâñÿííèêîâà [13℄(1956), â êîòîðîé èçó÷åíû íàèáîëåå îáùèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå èäåàëüíîãîïîëèòðîïè÷åñêîãî ãàçà áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè ñ ïîëåì ñêîðîñòåé, ëèíåéíûì ïî êîîðäèíàòàì÷àñòèö ãàçà (çäåñü è äàëåå ïîä ãàçîâûì ýëëèïñîèäîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ îáîáùåíèå ðåøåíèÿÄèðèõëå íà ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñæèìàåìîé æèäêîñòè). Îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà [13℄� î÷åíü êðàòêàÿ è íîñèò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð: �àêòè÷åñêè â íåé ïîëó÷åíûóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, óêàçàí ðÿä âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî ðåøåíèÿ è äëÿäâóõ ñëó÷àåâ ïðèâîäèòñÿ íåïîëíûé íàáîð ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Ëþáîïûòíî, ÷òî â ðàáîòåË.Â.Îâñÿííèêîâà íåò íè îäíîé ññûëêè, âñëåäñòâèå ÷åãî íå âûÿâëåíà ñâÿçü ïîëó÷åííîãîðåøåíèÿ ñ ðåøåíèåì Äèðèõëå.Ïîçæå Ä.Ëèíäåí-Áåëë [69℄ (1962), òàêæå áåç êàêèõ-ëèáî ññûëîê, ïîêàçàë ñóùåñòâî-âàíèå ðåøåíèÿ â âèäå ñ�åðîèäà äëÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ïûëåâîãî îáëàêà (ò. å. ñðåäû íåñîïðîòèâëÿþùåéñÿ äå�îðìàöèÿì, p ≡ 0).ß.Á. Çåëüäîâè÷ [96℄ (1965) ïîëó÷èë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ïûëåâî-ãî ýëëèïñîèäà â îáùåé ïîñòàíîâêå è èññëåäîâàë (íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè) âîçìîæ-íîñòü êîëëàïñà è ðàçëåòà â ýòîé çàäà÷å. ß.Á. Çåëüäîâè÷, ïî-âèäèìîìó, òàêæå íå çàìåòèëñâÿçè ýòîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé Äèðèõëå��èìàíà, ò. ê. äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ìîäåëü ïûëå-âîãî îáëàêà, äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â óðàâíåíèÿõ Äèðèõëå p = 0.Ô.Äàéñîí [39℄ (1968) íåçàâèñèìî îò Îâñÿííèêîâà (ïî êðàéíåé ìåðå áåç ññûëêè) ïîëó-÷àåò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îáëàêà èäåàëüíîãî ãàçà â ñëó÷àå èçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (íîáåç ãèïîòåçû î ïîëèòðîïíîñòè ãàçà), ïðè ýòîì äëÿ ïëîòíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ãàóññîâî ðàñïðå-äåëåíèå ñ ýëëèïñîèäàëüíîé ñòðàòè�èêàöèåé. Äàéñîí óêàçàë ñâÿçü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿñ çàäà÷åé Äèðèõëå è çàïèñàë óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà â �îðìå �èìàíà.Ì.Ôóäæèìîòî [43℄ (1968), òàêæå íåçàâèñèìî îò Îâñÿííèêîâà, îïèñûâàåò ìîäåëü îñòû-âàþùåãî ýëëèïñîèäàëüíîãî ãàçîâîãî îáëàêà, �àêòè÷åñêè îí ïîëó÷àåò îáîáùåíèå îäíîãî èçñëó÷àåâ Îâñÿííêèîâà (ïîëàãàÿ ïàðàìåòð ¾îñòûâàíèÿ¿ æ = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Îâñÿííè-êîâà). Êðîìå òîãî, â ìîäåëè Ôóäæèìîòî ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà, ÷òî ïîçâîëèëî åìó ó÷åñòüãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè îáëàêà. Ôóäæèìîòî òàêæå óêàçàë ñâÿçüýòîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé Äèðèõëå è èñïîëüçîâàë äëÿ åå èçó÷åíèÿ ìåòîäû, ðàçâèâàåìûå ×àíä-ðàñåêõàðîì [30℄ è �¼ñíåðîì [85℄.Îòìåòèì åùå ðàáîòó [1℄ (1970), â êîòîðîé, îïèðàÿñü íà ðàáîòû [13℄ è [39℄, ðàññìàòðè-âàåòñÿ äâà èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿ äèíàìèêè ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè, íîïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îäíîàòîìíîñòè ãàçà (ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû γ = 5
3
). Ïåðâûéñëó÷àé � ýòî äâèæåíèå îñåñèììåòðè÷íîãî ýëëèïñîèäà, âòîðîé � ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð.Ïðè ýòîì àâòîðû îáíàðóæèëè íåàâòîíîìíûé èíòåãðàë ßêîáè (îáóñëîâëåííûé îäíîðîäíî-ñòüþ ïîòåíöèàëà ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè −2), ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâåííî íåîáõîäèì äëÿèíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ; êàê ìû ïîêàæåì íèæå, â îáùåì ñëó÷àå ýòè ñè-ñòåìû íåèíòåãðèðóåìû.Â ðàáîòå [2℄ (1976) èññëåäóåòñÿ (íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè) äèíàìèêà ãàçîâîãîýëëèïñîèäà ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèè (ò. å. ìîäåëü Ôóäæèìîòî áåç îñòûâàíèÿ). Ïðè ýòîì èñïîëü-çóåòñÿ ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû â ëàãðàíæåâîé è ãàìèëüòîíîâîé �îðìå.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 387Â öèêëå ðàáîò �à��ý [46�48℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ áåçâèõðåâûå ãàçîâûåýëëèïñîèäû áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè è ïðè óñëîâèè îäíîàòîìíîñòè (γ = 5
3

), óäîâëåòâîðÿåòñâîéñòâó Ïåíëåâå, íàéäåíû ïåðâûå èíòåãðàëû è âûïîëíåíî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ÿâíîå èíòå-ãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ.Èìååòñÿ òàêæå ðÿä ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå äâè-æåíèå ãàçîâîãî îáëàêà; îäíî èç íàèáîëåå îáùèõ ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ â ðàáîòå [9℄, â êîòîðîéðàññìîòðåíû îäíîìåðíûå àäèàáàòè÷åñêèå íåóñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ òÿãîòåþùåé ìàññûñîâåðøåííîãî ãàçà ïðè íàëè÷èè ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè.Â ðàáîòå [12℄ ðåøåíèå äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî ðàçëåòà ãàçîâîãî îáëàêà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿíàõîæäåíèÿ õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé íåñ�åðè÷åñêèõ âçðûâîâ (â ÷àñòíîñòè, óêàçûâàåòñÿóâåëè÷åíèå íàïîðà â íàïðàâëåíèè îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìâçðûâîì ñ�åðè÷åñêîé �îðìû), èññëåäóåòñÿ òàêæå âëèÿíèå ïîäîãðåâà îáëàêà íà ñêîðîñòüåãî ðàçëåòà.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì öèêë ðàáîò (ñì. [4℄ è áèáëèîãðà�èþ â ýòîé ðàáîòå) ïîñâÿùåííûåîáîáùåíèþ ðàñøèðåíèþ ýëëèïñîèäàëüíîãî îáëàêà â âàêóóì (ëèáî ñõëîïûâàíèþ ýëëèïñîè-äàëüíîé ïîëîñòè) ïðè íàëè÷èè âîëíû ðàçðåæåíèÿ (ñæàòèÿ).2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãàçîâîãî îáëàêà ñ ëèíåéíûì ïîëåìñêîðîñòåé�àññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëó÷àé, êîãäà äâèæåíèå ñæèìàåìîé æèäêî-ñòè, òî÷íåå ãàçà, òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò
x(a, t) = F(t)a, (67)ïðè ýòîì â ñëó÷àå ñæèìàåìîé ñðåäû, î÷åâèäíî, îòñóòñòâóåò óñëîâèå detF = 1. ßñíî, ÷òîïîëå ñêîðîñòåé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî êîîðäèíàòàì ÷àñòèö æèäêîñòè:

v(x, t) = ẋ = Ḟ(t)F−1(t)x.Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå òå÷åíèå ãàçà â äàííîì ñëó÷àå (äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë)â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò âèä
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= div v(x, t).Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ âèäà (67) óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ëåãêî èíòåãðèðó-þòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èâ ϕ(t) = detF(t) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (∂ϕ

∂F

)T
= ϕF−1,íàõîäèì, ÷òî Tr

((
∂x
∂a

)
−1

∂ẋ
∂a

)
=
ϕ̇
ϕ , ñëåäîâàòåëüíî,

ρ(a, t) =
f(a)

ϕ(t)
, (70)ãäå �óíêöèÿ f(a) íå çàâèñèò îò âðåìåíè.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



388 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÏîìèìî ÷åòûðåõ �óíêöèé x(a, t), p(a, t) ðàññìàòðèâàåìàÿ ñðåäà îïèñûâàåòñÿ åùå òðå-ìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè: ïëîòíîñòüþ ρ(a, t), óäåëüíîé âíóòðåííåéýíåðãèåé Uin(a, t) è òåìïåðàòóðîé T (a, t). Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñèñòå-ìó (68), (69) åùå òðåìÿ óðàâíåíèÿìè. Êàê èçâåñòíî [8℄, ýòè äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿèìåþò íå ìåõàíè÷åñêóþ, à òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ïðèðîäó, è ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñäåëàí-íûõ íàìè äîïóùåíèé î ñâîéñòâàõ ñðåäû, à òàêæå îò õàðàêòåðà òå÷åíèÿ.Â çàâèñèìîñòè îò ýòèõ äîïóùåíèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè äèíàìèêè ãàçà.�àññìîòðèì òðè íàèáîëåå èçâåñòíûå, âûäåëÿÿ ÿâíûì îáðàçîì ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ.Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, åñëè ÿâíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, ÷òî ïîòåíöèàë âíåø-íèõ ñèë U , äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, ðàâåí íóëþ.2.1. Ìîäåëü Îâñÿííèêîâà [13℄
1◦. �àç � èäåàëüíûé è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ

p = ρRT, (71)ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ.
2◦. �àç � ïîëèòðîïíûé è åãî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû

Uin = cV T, (72)ãäå cV = const � òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå.
3◦. Òå÷åíèå ãàçà àäèàáàòè÷åñêîå (ò. å. îòñóòñòâóåò ïåðåäà÷à òåïëà ìåæäó ðàçëè÷íûìè÷àñòÿìè ãàçà), ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíåíèå ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

U̇in = −p
(

1
ρ

)
·

. (73)Çàìå÷àíèå 10. Óðàâíåíèå (73) � ñëåäñòâèå ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè δQ = dUin+p dV ,ãäå âñëåäñòâèå ïðåäïîëîæåíèÿ 3◦ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü δQ = 0, (V = 1
ρ ).Çàìå÷àíèå 11. Íàïîìíèì, ÷òî âñëåäñòâèå èçâåñòíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òîæäåñòâà

(
dUin

dV

)

T

=

(
T

(
∂p

∂T

)

V

− p

)äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà (71) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò òåìïåðàòóðû Uin = Uin(T ).Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (71)�(73) è ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (70) ïîëó÷àåì
ṗ
p + γ

ϕ̇
ϕ = 0,ãäå γ = 1 + R

cV
� áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Èòàê, äëÿ òåðìîäèíàìè-÷åñêèõ âåëè÷èí èìååì
p(a, t) =

g(a)

ϕγ(t)
, Uin(a, t) = 1

γ − 1
RT (a, t) = 1

γ − 1
ϕ1−γ(t)

g(a)

f(a)
,ãäå g(a) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 389Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âèäà (67) â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìîïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
1

f(a)
∇ag(a) = Va, (74)ãäå V � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, ∇a =

(
∂
∂a1

, ∂
∂a2

, ∂
∂a3

). Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ äëÿ F(t) èìåþò âèä
FT F̈ + (detF)1−γV = 0 (óðàâíåíèÿ Îâñÿííèêîâà). (75)Êàê ïîêàçàë Îâñÿííèêîâ [13℄, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(74).Òåîðåìà 3. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (74) ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ òèïîâ (â çàâèñè-ìîñòè îò ðàíãà ìàòðèöû V):I. V = diag(ε1, ε2, ε3), εi = ±1 (i = 1, 2, 3),

g(a) = g(s), f(a) = 2g′(s), s = (a,Va);II. V =

∥∥∥∥∥∥

ε1 δ 0
0 ε2 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
, εi = ±1 (i = 1, 2),åñëè δ 6= 0, òî g(a) = g(s), f(a) =

a1g
′(s)

(a,Va)
, s = a1s̄

(
a2

a1

)
, ln s̄(λ) =

=
∫ ε2λdλ

ε1 + δλ+ ε2λ
;åñëè δ = 0, òî g(a) = g(s), f(a) = 2g′(s), s = (a,Va);III. V = diag(ε, 0, 0), ε = ±1, g(a) = g(a1), f(a) = ε

a1
g′(a1);IV. V = 0, g(a) = const, f(a) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî.Óêàæåì âêðàòöå îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðåïèñûâàÿ óñëîâèå ðàçðåøèìî-ñòè (74) â �îðìå ∇a × ∇ag(a) = ∇a × f(a)Va = 0, ïîëó÷èì

∇af(a) × (Va) = f(a)ωV , (76)ãäå ωV = (V23 − V32, V31 − V13, V12 − V21). Äîìíîæàÿ ñêàëÿðíî íà Va, ïðåäñòàâèì óñëîâèÿðàçðåøèìîñòè â âèäå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ
VTωV = 0. (77)Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (75) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî íåîñîáûõ ïðåîáðàçî-âàíèé ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ

a = Sa′, V′ = STVS, F′ = (detS)

1−γ

1+γFS, detS 6= 0. (78)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



390 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÅñëè rankV < 3, òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé (78) íàèáîëåå îáùàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâó-þùåãî ðàíãà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, óêàçàííîìó â ñëó÷àÿõ II�IV. Åñëè rankV = 3, òî ωV = 0,ñëåäîâàòåëüíî, V ñèììåòðè÷íàÿ è ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ñëó÷àÿ I.Ïî èçâåñòíîé ìàòðèöå V ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (74) è (76) íåñëîæíî íàéòè ñîîòâåò-ñòâóþùèå �óíêöèè f(a), g(a).Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé I ïðè çíàêîîïðåäå-ëåííîé ìàòðèöå V. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü V = diag(−1,−1,−1) (ò. å. s = −(a,a))è âûáðàòü ëèíåéíóþ �óíêöèþ g(s), òî ïîëó÷èì
g(a) = 1

2
ρ0(d

2
0 − (a,a)), f(a) = ρ0, (79)ãäå íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ρ0 > 0 (âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ïëîòíîñòè ãàçà). Â ýòîìñëó÷àå ãàç ðàñïðåäåëåí ñ îäèíàêîâîé ïëîòíîñòüþ ρ = ρ0/det(F) âíóòðè êîíå÷íîãî îáúåìàýëëèïñîèäàëüíîé �îðìû

(a,a) = (x, (FFT )−1x) 6 d2
0. (80)Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå âèäà (67) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè ñèë ãðàâèòà-öèè (ïðè ýòîì â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (75) äîáàâëÿåòñÿ ìàòðèöà (21), â êîòîðîé íåîá-õîäèìî ïîëîæèòü A0 = E). Çàäà÷à î äâèæåíèè ñæèìàåìîãî ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãîîáëàêà áûëà ïîñòàâëåíà â ðàáîòå [2℄. Îäíàêî â ñâåòå ñîâðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíèé î õàîòè÷å-ñêèõ è ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèÿõ â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ âûïîëíåííûé â ýòîé ðàáîòå àíàëèçâûãëÿäèò íåñêîëüêî íàèâíî.2.2. Ìîäåëü Äàéñîíà [39℄Ïðåäïîëîæåíèÿ 1◦ è 3◦ ñîâïàäàþò ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì, à âìåñòî ïîëèòðîïíîñòèïîëîæèì

2◦. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ãàç èçîòåðìè÷åñêèé, ò. å. T (a, t = 0) íå çàâèñèò îò a.Ïîäñòàâëÿÿ äàâëåíèå èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (71) â (73) è èñïîëüçóÿ (70) íàõîäèì
U̇in

RT
= − ϕ̇ϕ. (81)Â òî æå âðåìÿ, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå (ñì. çàìå÷àíèå 9), âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèòòîëüêî îò òåìïåðàòóðû, à ïðàâàÿ ÷àñòü (81) íå çàâèñèò îò a, ñëåäîâàòåëüíî, ãàç îñòàíåòñÿèçîòåðìè÷åñêèì âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïîýòîìó (81) ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ �îðìå

ϕ
dUin

dϕ
+RT = 0. (82)Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì (72), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ìåæäó T è ϕ:

ϕ = ϕ0 exp

(
−
∫

(RT )−1

(
dUin

dT

)
dT

)
. (83)Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (70), (71), (82) äàâëåíèå îêîí÷àòåëüíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

p(a, t) =
RT (ϕ(t))

ϕ(t)
f(a). (84)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 391Ïîäñòàâèâ (84) â (68) è îãðàíè÷èâàÿñü ñëó÷àåì, êîãäà îòñóòñòâóþò âíåøíèå ñèëû (ò. å. U =
= 0), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âèäà (67) íåîáõîäèìî, ÷òîáû ln f(a) ÿâëÿ-ëîñü îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåé ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëàãðàí-æåâû êîîðäèíàòû îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî íåîñîáîé ëèíåéíîé çàìåíû (78), ìîæåì ïðåä-ñòàâèòü f(a) â �îðìå

f(a) = m

(2π)3/2
exp(−1

2
(a,a)), (85)ãäå m =

∫
ρ(x)d3x =

∫
f(a)d3a � ìàññà ãàçà.Îêîí÷àòåëüíî äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû F ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
FT F̈ = RT (ϕ)E (óðàâíåíèÿ Äàéñîíà). (86)Çàìå÷àíèå 12. Ñîãëàñíî (85) ïîëó÷àåì, ÷òî ãàç âî âðåìÿ äâèæåíèÿ èìååò ýëëèïñîèäàëüíóþñòðàòè�èêàöèþ ïëîòíîñòè âèäà
ρ(x, t) = 1

ϕ(t)
f(n2), n2 = (x, (FFT )−1x). (87)Òàêèì îáðàçîì, âñþäó íà ýëëèïñîèäå n2 = const ïëîòíîñòü ρ èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. �ðà-âèòàöèîííûé ïîòåíöèàë òàêèõ òåë, êàê èçâåñòíî, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèåéêîîðäèíàò, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðèñóòñòâèè ãðàâèòàöèè íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ âèäà (67).2.3. Ìîäåëü îñòûâàþùåãî ãàçîâîãî îáëàêà (Ôóäæèìîòî [43℄)Â ýòîé ìîäåëè ïðåäïîëîæåíèÿ 1◦, 2◦ ñîâïàäàþò ñî ñëó÷àåì Îâñÿííèêîâà, ò. å. ãàçïðåäïîëàãàåòñÿ èäåàëüíûì ïîëèòðîïè÷åñêèì, à òðåòüå äîïóùåíèå â äàííîì ñëó÷àå èìååòâèä

3◦. Äâèæåíèå ãàçà íåàäèàáàòè÷åñêîå, ïðè ýòîì äëÿ èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèèâûïîëíåíî óðàâíåíèå
ρU̇in + pTr

((
∂x
∂a

)
−1

∂ẋ
∂a

)
= −æρnTm. (88)Çàìå÷àíèå 13. Óðàâíåíèÿ (88) îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà (73) ñëà-ãàåìûìè −æρnTm.Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè (70)�(72), èñêëþ÷èì Uin èç óðàâíåíèÿ (88), íàõîäèì

ṗ
p + γ

ϕ̇
ϕ = −æ(γ − 1)

R
ρn−1Tm−1. (89)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ â �îðìå (67) äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òî

m = 1, ρ(a, t) =
ρ0

ϕ(t)
,ãäå ρ0 = const íå çàâèñèò îò a, ò. å. ïëîòíîñòü îäèíàêîâà âíóòðè îáëàêà. �åøåíèå óðàâ-íåíèÿ (89) â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå p(a, t) = σ(t)g(a), ãäå σ(t) óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ

σ̇
σ + γ

ϕ̇
ϕ = −ǣϕ1−n, ǣ =

æ(γ − 1)

R
ρn−1
0 . (90)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



392 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÔóíêöèÿ g(a) î÷åâèäíî äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (74), ïðè÷åì íåñëîæíî ïîêàçàòü,÷òî ñîãëàñíî òåîðåìû 3, ìîæíî âûáðàòü
g(a) = 1 − (a,a), f(a) = const.Óñëîâèå êîíå÷íîñòè îáùåé ìàññû ãàçà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî V = diag(−1,−1,−1), ïðè ýòîìâ íà÷àëüíûé ìîìåíò ãàç çàíèìàåò îáëàñòü (a,a) 6 1 (â èñõîäíûõ �èçè÷åñêèõ ïåðåìåííûõýòî íåðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ýëëèïñîèä âèäà (x, (F,F)−1 |t=0 x) 6 1).Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó îñòûâàþùåãî îá-ëàêà, â �îðìå

FT F̈ =
2σϕ
ρ0

E


+2ε

∞∫

0

FT (FFT + λE)−1F
dλ√

det(FFT + λE)


 ,

(ln(σϕγ))· = −ǣϕ1−n.Â ñêîáêàõ äîáàâëåíî ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-äó ÷àñòèöàìè îáëàêà. Ó÷åò ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ðàìêàõ ðåøåíèÿ âèäà (68)â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæåí âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ãàçà â îáëàêå (ρ0 = const).×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [43℄ ïîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàï-ñà â ýòîé ñèñòåìå (ïðè æ > 0).2.4. Ìîäåëü ïûëåâîãî îáëàêà (ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ)
1◦. Ñðåäà (ïûëü) íå ñîïðîòèâëÿåòñÿ äå�îðìàöèÿì

p ≡ 0.

2◦. ×àñòèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû (âíóòðè ýëëèïñîèäà):
ρ(t,a)

∣∣
t=0

= ρ0 = const.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ âèäà (68) ïëîòíîñòü íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò âî âñå ïîñëå-äóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ρ(t) =

ρ0

detF(t)
.Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ìîäåëè â ðàìêàõ ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ (68) âîçìîæåí ó÷åò ãðàâè-òàöèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòèö îáëàêà, è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ â �îðìå

FT F̈ = 2ε

∞∫

0

FT (FFT + λE)−1F
dλ√

det(FFT + λE)
. (91)Ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ â àñòðî�èçèêå äëÿ îïèñàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà [96℄.Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [69℄ îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ êîëëàïñà ãàçîâîãî ýëëèïòè-÷åñêîãî îáëàêà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 3933. Ëàãðàíæåâ �îðìàëèçì, ñèììåòðèè, ïåðâûå èíòåãðàëûÏîêàæåì òåïåðü, ÷òî óðàâíåíèÿ Äàéñîíà (86), óðàâíåíèÿ Îâñÿííèêîâà (75) ïðè óñëîâè-ÿõ (79) è óðàâíåíèÿ ïûëåâîãî îáëàêà (91) äîïóñêàþò åñòåñòâåííîå ëàãðàíæåâî ïðåäñòàâëå-íèå. Ïðè ïîìîùè íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿçàïèñûâàþòñÿ â âèäå (
∂L

∂Ḟ

)
·

− ∂L
∂F

= 0,

L = 1
2

Tr(ḞḞT ) − Ug(F),

(92)ãäå
Ug(F) =





Uin(ϕ)� äëÿ ìîäåëè Äàéñîíà,
1

γ − 1
ϕ1−γ − 2ε

∞∫

0

dλ√
det(FFT + λE)

� äëÿ ìîäåëè Îâñÿííèêîâà ñ ãðàâèòàöèåé,
− 2ε

∫
∞

0

dλ√
det(FFT + λE)

� äëÿ ìîäåëè ïûëåâîãî îáëàêà, (93)ãäå, êàê è âûøå, ϕ = detF,F ∈ GL(3).Çàìå÷àíèå 14. Â ìîäåëè Äàéñîíà ëàãðàíæåâî ïðåäñòàâëåíèå (92) ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåí-íî ïîëó÷åíî èç ïðèíöèïà �àìèëüòîíà äëÿ áàðîòðîïíûõ òå÷åíèé (ñì. [60℄)
δ

t2∫

t1

(T − U) dt = δ

t2∫

t1

W dt, (94)ãäå T, U � êèíåòè÷åñêèå è ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè æèäêîñòè, à W � áàðîòðîïíûé ïîòåíöèàë, óäî-âëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ
δW =

∫
p
δρ
ρ d

3x. (95)Âñëåäñòâèå ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé â íàøåì ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû íàõîäèì
W =

∫
RT ln ρd3x = Uin. (96)Ìîæíî îáîáùèòü ýòè ðàññóæäåíèÿ è íà ìîäåëü Îâñÿííèêîâà.Ïî àíàëîãèè ñ æèäêèì ýëëèïñîèäîì (ñì. ï. 2, § 4) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (92) èíâà-ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

F′ = S1FS2, S1,S2 ∈ SO(3), (97)êîòîðûå îáðàçóþò ãðóïïó ñèììåòðèé Γ = SO(3) ⊗ SO(3).Çàêîí âçàèìíîñòè Äåäåêèíäà (òåîðåìà 1 ïåðâîé ÷àñòè), îòâå÷àþùèé äèñêðåòíîìóïðåîáðàçîâàíèþ F′ = FT , òàêæå ñïðàâåäëèâ â äèíàìèêå ãàçîâûõ îáëàêîâ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Íåòåð, ïðåîáðàçîâàíèÿì (97) ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûå ïîñêîðîñòÿì èíòåãðàëû äâèæåíèÿ � çàâèõðåííîñòü è ïîëíûé óãëîâîé ìîìåíò ñèñòåìû, êîòî-ðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîé �îðìå
Ξ = FT Ḟ − ḞTF, M = FḞT − ḞFT . (98)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



394 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÊðîìå òîãî, èìååòñÿ òàêæå êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
E = 1

2
Tr(ḞḞT ) + Ug(F). (99)4. �åäóêöèÿ ïî ñèììåòðèè è ãàìèëüòîíîâ �îðìàëèçìÏîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåé ÷àñòè, íåñëîæíî âûïîëíèòü ðåäóêöèþ ïî ëèíåé-íûì èíòåãðàëàì (98). Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî ðàçëîæåíèåì �èìàíà

F = QTAΘ, Q,Θ ∈ SO(3), A = diag(A1, A2, A3).Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé
Q̇ = wQ, Θ̇ = ωΘäëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà ãàçîâîãî îáëàêà (92) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

L = 1
2

∑
Ȧ2
i + 1

4

∑
(Aj +Ak)

2(wi − ωi)
2 + (Aj −Ak)

2(wi + ωi)
2 − Ug(A).Îáîçíà÷àÿ òðåõìåðíûé âåêòîð ïîëóîñåé q = (A1, A2, A3), ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿâ �îðìå

(
∂L
∂q̇

)
·

− ∂L
∂q

= 0,

(
∂L
∂w

)
·

= ∂L
∂w

× w,

(
∂L
∂ω

)
·

= ∂L
∂ω

× ω.Ýòî àíàëîã óðàâíåíèé �èìàíà (16), (40) äëÿ ñëó÷àÿ ãàçîâîãî îáëàêà (îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,÷òî îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå äàâëåíèå). Íåñëîæíî çàïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â ìàò-ðè÷íîì âèäå, àíàëîãè÷íîì (16) [39℄.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà
p = ∂L

∂q̇
, m = ∂L

∂ẇ
, µ = ∂L

∂ω̇ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó
q = ∂H

∂ṗ
, p = −∂H

∂q̇
, ṁ = m × ∂H

∂m
, µ̇ = µ × ∂H

∂µ
,

H = 1
2

∑
p2
i + 1

4

∑(
mi + µi
qj − qk

)2

+

(
mi − µi
qj + qk

)2

+ Ug(q).

(100)Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ñèñòåìû (100) èìååò âèä
{qi, pj} = δij , {mi,mj} = εijkmk, {µi, µj} = εijkµk, (101)ãäå îïóùåíû íóëåâûå ñêîáêè. Êàê è âûøå ñêîáêà (101) îáëàäàåò äâóìÿ �óíêöèÿìè Êàçè-ìèðà

Φm = (m,m), Φµ = (µ,µ)êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êâàäðàòó ïîëíîãî ìîìåíòà è çàâèõðåííîñòè ñèñòåìû.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 395Â îáùåì ñëó÷àå (Φm 6= 0, Φµ 6= 0) èìååì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ïÿòüþ ñòåïåíÿìèñâîáîäû.Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ Φm = 0 ëèáî Φµ = 0 èìååì ñèñòåìó ñ ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû.Åñëè Φm = Φµ = 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, àíàëîãè÷íóþ çàäà÷åî äâèæåíèè òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû â R
3 = {q}.5. ×àñòíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ5.1. Ñëó÷àé γ =

5
3
(îäíîàòîìíûé ãàç)�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé ðàñøèðåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî îáëàêà èäåàëüíîãî îä-íîàòîìíîãî ãàçà â îòñóòñòâèå ãðàâèòàöèè; ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà îáëàäàåòäîïîëíèòåëüíûìè ñèììåòðèÿìè. Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå cV = 3

2
R è, ñëåäîâàòåëüíî,

γ = 5
3
.Ïîëüçóÿñü (92), ïðåäñòàâèì ëàãðàíæèàí ñèñòåìû â âèäå

L = 1
2

Tr(ḞḞT ) − Ug(F), Ug(F) = 3
2
k 1

(detF)2/3
, (102)ãäå k = const � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ (ââåäåíà äëÿ óäîáñòâà). Èíòåãðàëû � çàâèõ-ðåííîñòü Ξ, ìîìåíò M, ýíåðãèÿ E � áûëè óêàçàíû âûøå (98), (99).Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû FFT îáîçíà÷èì A2

1, A
2
2, A

2
3 è áóäåì íàçûâàòü Ai ãëàâíûìèïîëóîñÿìè ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà (Ai ñîâïàäàåò ñ ïîëóîñÿìè ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà â ìîäåëèÎâñÿííèêîâà ïðè ðàñïðåäåëåíèè äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè (79), â ìîäåëè Äàéñîíà ñ íîðìàëü-íûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè (85) ýòî íàçâàíèå óñëîâíî). Îïðåäåëèì àíàëîã öåíòðàëüíîãîìîìåíòà èíåðöèè ñèñòåìû ïî �îðìóëå

I = TrFFT = A2
1 +A2

2 +A2
3. (103)Êàê ìû âèäèì, ñîãëàñíî (102) äèíàìèêà îáëàêà â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ íàòóðàëüíîéëàãðàíæåâîé ñèñòåìîé ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 (äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî γ ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè α = 3(1 − γ).) Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ëàãðàíæà�ßêîáèäëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì [57℄, ïîëó÷èì

Ï = 4E = const,ãäå E � ýíåðãèÿ ñèñòåìû (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî γ ïîëó÷èì Ï = 4E − 2(3(1 − γ) + 2)Ug).Èíòåãðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì
I = 2Et2 + at+ b, (104)ãäå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ a, b ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç �àçîâûå ïåðåìåííûå è âðå-ìÿ ïî �îðìóëàì

a = 2Tr(FT Ḟ) − 4Et, b = 2Et2 − 2Tr(FT Ḟ)t+ I. (105)Ôàêòè÷åñêè a, b ÿâëÿþòñÿ íåàâòîíîìíûìè (ÿâíî çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè) èíòåãðàëàìè ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



396 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.ÊèëèíÂïåðâûå èíòåãðàë (104) äëÿ îäíîðîäíûõ, ñòåïåíè −2, ñèñòåì áûë óêàçàí ßêîáè â çàäà÷åî äâèæåíèè ÷àñòèö íà ïðÿìîé. Â çàäà÷å î äâèæåíèè ãàçîâîãî îáëàêà èíòåãðàë ßêîáè áûëíàéäåí â ðàáîòå [1℄. Èíòåãðàëû (105) äëÿ ñèñòåìû (102) áûëè óêàçàíû â ðàáîòå [46℄, àñîîòâåòñòâóþùèå èì ñèììåòðèè â ÷àñòíîì ñëó÷àå Ξ = 0, â ðàáîòå [47℄.Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (102) çàâåäîìî E > 0, èç ñîîòíîøåíèÿ (104) ïîëó÷èìÏðåäëîæåíèå 1. Ïðè t → ±∞ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïîëóîñåé Ai ãàçîâîãî îáëàêàñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.Ïîìèìî íåàâòîíîìíûõ èíòåãðàëîâ (105) ñèñòåìà â äàííîì ñëó÷àå äîïóñêàåò (àâòîíîì-íûé) êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë, íå çàâèñÿùèé îò èíòåãðàëà ýíåðãèè
J = 2IE − [Tr(FT Ḟ)]2. (106)Äëÿ îäíîðîäíûõ ñòåïåíè −2 ñèñòåì ýòîò èíòåãðàë â îáùåì âèäå áûë óêàçàí â ðàáî-òå [18℄. Äëÿ ñèñòåìû (102) â ÷àñòíîì ñëó÷àå Ξ = 0 îí òàêæå ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [47℄.Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ïîâîäó ñèììåòðèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèì èíòåãðàëîì, ïðèâå-äåíû â ðàáîòàõ [44, 45℄Äëÿ îäíîðîäíûõ íàòóðàëüíûõ ñèñòåì ñòåïåíè −2 ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñïåöèàëüíàÿðåäóêöèÿ, óìåíüøàþùàÿ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû íà åäèíèöó. Îïèøåì åå ïðèìåíèòåëüíîê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå (102).Âûïîëíèì çàìåíó âðåìåíè è (ïðîåêòèâíóþ) çàìåíó ïåðåìåííûõ
dt = I dτ, G = I−1/2F. (107)Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýâîëþöèÿ ìàòðèöû G(t) îïèñûâàåòñÿëàãðàíæåâîé ñèñòåìîé ñî ñâÿçüþ ϕ â ñëåäóþùåé �îðìå

L = 1
2

Tr

(
dG
dτ

dGT

dτ

)
− Ūg(G), Ūg(G) = 3

2
k 1

(detG)2/3
,

ϕ = Tr(GGT ) = 1.

(108)Ñâÿçü ìåæäó ¾ñòàðûì¿ âðåìåíåì t è ¾íîâûì¿ τ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-øåíèÿ (104). Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (108) îòëè÷àåòñÿ îò ñèñòåìû Äèðèõëå, ïîñêîëüêó ñâÿçü
ϕ â ýòîì ñëó÷àå äðóãàÿ (â çàäà÷å Äèðèõëå detG = 1). Èíòåðåñíî, ÷òî èíòåãðàë ýíåðãèè äëÿñèñòåìû (108) ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì (106):

Ē = 1
4
J = 1

2
Tr

(
dG
dτ

dGT

dτ

)
− Ūg(G).Ëèíåéíûå èíòåãðàëû â ñèñòåìå (108) îñòàþòñÿ òå æå

Ξ = GT dG
dτ

− dGT

dτ
G, M = G

dGT

dτ
− dG
dτ

GT ,è êðîìå òîãî ñèñòåìà (108) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî òåõ æå ïðåîáðàçîâàíèé (97), îáðà-çóþùèõ ãðóïïó Γ = SO(3) ⊗ SO(3). Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíà ðåäóêöèÿ ïî ñèììåòðèè,àíàëîãè÷íàÿ èçëîæåííîé âûøå (ñì. ï. 3, ÷àñòü II), ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìåæäó ïîëó-îñÿìè â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
Ā2

1 + Ā2
2 + Ā2

3 = 1. (109)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 397Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì �èìàíà ìàòðèöû G = QT ĀΘ, Q,Θ ∈ SO(3), Ā = diag(Ā1, Ā2, Ā3),ïîëó÷èì â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìó, àíàëîãè÷íóþ (100), íî ñ äîïîëíèòåëüíîé ñâÿçüþ (109). ×òî-áû ó÷åñòü ýòó ñâÿçü è ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ â íàèáîëåå ñèììåòðè÷íîé �îðìå, îïðåäåëèìïåðåìåííûå q,K ïî �îðìóëàì
qi = Ai, K = q × dq

dτ
. (110)Òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ðåäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó â �îðìå

dK
dτ

= K × ∂H̄
∂K

+ q × ∂H̄
∂q

,
dq

dτ
= q × ∂H̄

∂K
,

dm
dτ

= m × ∂H̄
∂m

.
dµ

dτ
= µ × ∂H̄

∂µ
,

H̄ = 1
2
(K,K) + 1

4

∑(
mi + µi
qj − qk

)2

+

(
mi − µi
qj + qk

)2

+ Ug(q).

(111)Ñêîáêè Ïóàññîíà (íåíóëåâûå), ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå (110), èìåþò âèä
{Ki,Kj} = εijkKk, {Ki, qj} = εijkqk, {mi,mj} = εijkmk, {µi, µj} = εijkµk.Ýòà ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóåò, êàê èçâåñòíî, àëãåáðå e(3)⊕so(3)⊕so(3) è îáëàäàåò÷åòûðüìÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà

ΦK = (K,q), Φq = (q,q),

Φm = (m,m), Φµ = (µ,µ),ïðè÷åì âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ (110) ïåðåìåííûõ K,q â äàííîì ñëó÷àå èìååì
ΦK = 0, Φq = 1.Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî çàêëþ÷àåì, ÷òî

1. åñëè Φm,Φµ 6= 0, òî óðàâíåíèÿ (100) ñîîòâåòñòâóþò ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ ÷å-òûðüìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû;
2. åñëè Φm = 0 (ëèáî Φµ = 0), òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû;
3. åñëè Φm = Φµ = 0, òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äëÿ ñëó÷àÿ Φµ = 0 �à��ý [48℄ óêàçàë äâà äîïîëíèòåëü-íûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà (øåñòîé ñòåïåíè ïî ñêîðîñòÿì), íåçàâèñèìûõ îò èíòåãðàëà ýíåðãèè,è âûñêàçàë ãèïîòåçó îá èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå.Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [48℄ ñ�îðìóëèðîâàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñèñòåìà (102) ïðè

Ξ = 0 (ëèáî M = 0) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ, è ïðèâåäåíû íåäîñòàþùèå èíòåãðàëû,õîòÿ íå ïîêàçàíî, ÷òî îíè êîììóòèðóþò. Íåäîñòàþùèå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìèøåñòîé ñòåïåíè ïî èìïóëüñàì è èìåþò âèä
I6 = 36k2

(
Y0Y2 − 1

4
Y 2

1 + 3X2 + T (X0 + Y 2
0 )

)
+

+6k(4T 2Y0 + 3PY1 + 6TY2) + 27P 2 + 4T 3,

L6 =

(
A2m,V0A

2m× (V2
0A

2m+ 3k

(q1q2q3)
2/3

m)

)
,ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



398 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.Êèëèíãäå A = diag(q1, q2, q3), à âåëè÷èíû Xi, Yi, P, T âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó
V0 =




1
3

3∑
i=1

Ki
qi

− K1

q1
m3

q21 − q22

m3

q23 − q31
m3

q2
1
− q2

2

1
3

3∑
i=1

Ki
qi

− K2

q2
m1

q2
2
− q2

3

m2

q2
3
− q2

1

m1

q2
2
− q2

3

1
3

3∑
i=1

Ki
qi

− K3

q3


ñëåäóþùèì îáðàçîì

Xk =(q1q2q3)
2(k−1)/3 Tr(Vk

0A
2), Yk =(q1q2q3)

2(k+1)/3 Tr(Vk
0A

−2),

T = − 1
2
(q1q2q3)

4/3 Tr(V2
0), P =(q1q2q3)

2 detV0.Â ñëó÷àå Φµ = 0 ñèñòåìà (100) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó Ýéëåðà�Êàëîäæåðî�Ìîçåðà òèïà
D3 [14,95℄ ñ ïîòåíöèàëîì Ug. Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äàííîé ñèñòåìû â îòñóòñòâèå ïîòåíöèàëàìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòå [59℄. Â ñëó÷àå, êîãäà Ug = 3

2
k

(q1q2q2)
2/3

, óðàâíåíèÿ (100)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå




L̇ = [L,A] + k

(q1q2q2)
2/3

D−1,

Ḋ = [D,A] + L,

l̇ = [l,A],

(112)ãäå ìàòðèöû
L =




p1
m3

q2 − q1

−m2

q3 − q1

−m2

q3 + q1

m3

q2 + q1
0

m3

q2 − q1
p2

m1

q3 − q2

m1

q3 + q2
0

−m3

q2 + q1
−m2

q3 − q1

m1

q3 − q2
p3 0

−m1

q3 + q2

m2

q3 + q1
−m2

q3 + q1

m1

q3 + q2
0 −p3

−m1

q3 − q2

m2

q3 − q1
m3

q2 + q1
0

−m1

q3 + q2

−m1

q3 − q2
−p2

−m3

q2 − q1

0
−m3

q2 + q1

m2

q3 + q1

m2

q3 − q1

−m3

q2 − q1
−p1




,

l =




0 m3 −m2 m2 −m3 0
−m3 0 m1 −m1 0 m3

m2 −m1 0 0 m1 −m2

−m2 m1 0 0 −m1 m2

m3 0 −m1 m1 0 −m3

0 −m3 m2 −m2 m3 0



,
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A =




0
m3

(q2 − q1)
2

−m2

(q3 − q1)
2

m2

(q3 + q1)
2

−m3

(q2 + q1)
2

0

−m3

(q2 − q1)
2

0
m1

(q3 − q2)
2

−m1

(q3 + q2)
2

0
m3

(q2 + q1)
2

m2

(q3 − q1)
2

−m1

(q3 − q2)
2

0 0
m1

(q3 + q2)
2

−m2

(q3 + q1)
2

−m2

(q3 + q1)
2

m1

(q3 + q2)
2

0 0
−m1

(q3 − q2)
2

m2

(q3 − q1)
2

m3

(q2 + q1)
2

0
−m1

(q3 + q2)
2

m1

(q3 − q2)
2

0
−m3

(q2 − q1)
2

0
−m3

(q2 + q1)
2

m2

(q3 + q1)
2

−m2

(q3 − q1)
2

m3

(q2 − q1)
2

0


îáðàçóþò L − A ïàðó äëÿ ñèñòåìû áåç ïîòåíöèàëà, à ìàòðèöà D èìååò âèä D =

= diag(q1, q2, q3,−q3,−q2,−q1).Íàì íå óäàëîñü çàïèñàòü îáùèå óðàâíåíèÿ (112) â âèäå îáû÷íîé L−A ïàðû. Äëÿ ïðè-âåäåííîé ñèñòåìû ñ èíòåãðàëîì òðåòüåé ñòåïåíè L−A ïàðà áûëà ïîëó÷åíà â [17℄ ñ èñïîëü-çîâàíèåì ñîâñåì äðóãîé òåõíèêè. Çäåñü íàäî ïîñòàâèòü âîïðîñ îá îáîáùåíèè ïîñòðîåíèÿýòîé L−A ïàðû íà ñèñòåìó �à��ý.5.2. Ñëó÷àé îñåâîé ñèììåòðèèÊàê è â ñëó÷àå æèäêîãî ýëëèïñîèäà, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (92) äîïóñêàåòòðåõìåðíîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå, îáðàçóåìîå ìàòðèöàìè âèäà
F =



u v 0
−v u 0
0 0 w


. (113)Ëèíåéíûå èíòåãðàëû (98) â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàþòñÿ

Ξ12 = −M12 = 2(uv̇ − vu̇), Ξ13 = Ξ23 = M13 = M23 = 0. (114)�àññìîòðèì ìîäåëü Îâñÿííèêîâà ñ ãðàâèòàöèåé (93) è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ
u = 1√

2
r cosψ, v = 1√

2
r sinψ, w = z.Ïðè ýòîì �óíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â �îðìå

L = 1
2
(ṙ2 + r2ψ̇2 + ż2) − Ug(r, z),

Ug = k
γ − 1

1

(r2z)γ−1
+ Ue(r, z),

(115)ãäå ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Ue âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè
Ue = −2ε

∞∫

0

dλ

(λ+ r2

2
)
√
λ+ z2

= −2ε
z ×





2 arctg
√
χ2 − 1

√
χ2 − 1

, χ > 1,

ln

(
1 +

√
1 − χ2

1 −
√

1 − χ2

)

√
1 − χ2

, χ < 1,ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



400 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.Êèëèíãäå χ = 1√
2

r
z � îòíîøåíèå ïîëóîñåé. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ëàãðàíæèàí (115) íå çàâèñèò îò

ψ, èìååòñÿ öèêëè÷åñêèé èíòåãðàë
∂L

∂ψ̇
= r2ψ̇ = c = const,êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëàìè (114).Ôèêñèðóÿ çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà, ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà pr = ∂L

∂ṙ
=

= ṙ, pz = ∂L
∂ż

= ż è ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â êàíîíè÷å-ñêîé �îðìå
H = 1

2
(p2
r + p2

z) + U∗(r, z), U∗ = c2

2r2
+ Ug(r, ψ), (116)çäåñü U∗ � ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë.�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé (èíòåãðèðóåìûé) ñëó÷àé � äâèæåíèå îäíîàòîìíîãî ãàçà (γ =

= 5
3
) áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè (ò. å. Ue = 0 ñì. òàêæå ïðåäûäóùèé ðàçäåë).Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà äîïóñêàåò ðåäóêöèþ åùå íà îäíó ñòå-ïåíü ñâîáîäû è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòóðå. Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàåì çàìåíóïåðåìåííûõ è âðåìåíè âèäà

r = R cos θ, z = R sin θ, dt = R2 dτ,ãäå, âñëåäñòâèå óñëîâèé r > 0, z > 0, ïåðåìåííàÿ θ ∈ (0, π/2). Äëÿ R, θ ïîëó÷èì ñëåäóþùèåóðàâíåíèÿ
d2

dt2
(R2) = 4H = const,

1
2

(
dθ
dt

)2

+ 1
2

c2

cos2 θ
+ 3

2
k

(cos2 θ sin θ)2/3
= h1 = const.Êâàäðàòóðà äëÿ θ ïðè c = 0 è íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëà ïîëó-÷åíà â ðàáîòå [1℄. Êàê ìû âèäèì, ýâîëþöèÿ θ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì ïîòåíöèàëîì

Ū∗(θ) = 1
2

c2

cos2 θ
+ 3

2
k

(cos2 θ sin θ)2/3
.Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c, k ýòà �óíêöèÿ èìååò îäíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå θ0 íàèíòåðâàëå (0, π/2), â êîòîðîì Ū∗ îáðàùàåòñÿ â ìèíèìóì. Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåòñàìîïîäîáíûé ðàçëåò ñ�åðîèäàëüíîãî ãàçîâîãî îáëàêà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàçëåò îáëàêàñîïðîâîæäàåòñÿ êîëåáàíèåì ðàçìåðîâ ïîëóîñåé, ïðè êîòîðûõ θ ìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå (θ1, θ2),ãäå θi � êîðíè óðàâíåíèÿ Ū∗(θ) = h1.Â îáùåì ñëó÷àå Ue 6= 0 òðàåêòîðèè ñèñòåìû (116) íå îãðàíè÷åíû. Îäíàêî íåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òî ïðè k > 1

96
22/3(

√
665 − 21)c2 ≈ 0, 43c2 ïðèâåäåííûé ïîòåíöèàë îáëàäàåòìèíèìóìîì â òî÷êå

θ0 = arctg 1√
2
, R0 =

√
3

8ε
(c2 + 3 · 21/3k).Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè U∗(θ0, R0) òðàåêòîðèè ñèñòåìûîãðàíè÷åíû è ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî òàêîå îòîá-ðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ âûáðàíà ïëîñêîñòü θ = π

4
. Íà ðèñóíêåÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



�àìèëüòîíîâà äèíàìèêà æèäêèõ è ãàçîâûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ýëëèïñîèäîâ 401õîðîøî âèäåí õàîòè÷åñêèé ñëîé, âîçíèêàþùèé ïðè ðàñùåïëåíèè ðåçîíàíñíûõ òîðîâ, ÷òîãîâîðèò î íåèíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (116).
pR

R

�èñ. 3. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñèñòåìû (116) ïðè k = c = ε = 1 è ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ θ = π
45.3. Îáîáùåíèå ñëó÷àÿ �èìàíàÄëÿ ãàçîâûõ ýëëèïñîèäîâ òàêæå èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå âèäà (57), ò. å.

F =

∥∥∥∥∥∥

u1 v1 0
u2 v2 0
0 0 w3

∥∥∥∥∥∥
. (117)Êàê è â ñëó÷àå �èìàíà, äëÿ æèäêîãî ýëëèïñîèäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãàçà òàêæåâûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

m1 = m2 = µ1 = µ2 = 0, m3 = const, µ3 = const.Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ñîãëàñíî (100) ýâîëþöèÿ ïîëóîñåé Ai = qi, i = 1, 2, 3 îïèñûâàåòñÿòðåõñòåïåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé âèäà
H = 1

2
p2 + U∗(q), U∗ =

c21

(q1 − q2)
2

+
c22

(q1 + q2)
2

+ Ug(q), (118)ãäå q,p � êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, c1 = 1
2
(m3 + µ3), c2 = 1

2
(m3 − µ3) ��èêñèðîâàííûå êîíñòàíòû.Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà (γ = 5

3
) áåç ó÷åòà ãðàâèòàöèè (Ue = 0)ñèñòåìà äîïóñêàåò ðåäóêöèþ åùå íà îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Â ðåçóëüòàòå â äàííîì ñëó÷àåìû ïîëó÷èì ñèñòåìó âèäà

dK
dτ

= K × ∂H̄
∂K

+ q × ∂H̄
∂q

,
dq

dτ
= q × ∂H̄

∂K
,

H̄ = 1
2
K2 + Ū∗(q), Ū∗(q) = 3

2
k

(q1q2q3)
2/3

+
c21

(q1 − q2)
2

+
c22

(q1 + q2)
2
.Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î äâèæåíèè øàðîâîãî âîë÷êà â îñåñèììåòðè÷íîì ïîòåí-öèàëå [3℄. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [46℄, ýòà ñèñòåìà èíòåãðèðóåìà ïðè óñëîâèè c21 = c2. ÅñëèÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406



402 À.Â.Áîðèñîâ, È.Ñ.Ìàìàåâ, À.À.Êèëèí
c1 = c2 = 0, òî äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë òðåòåé ñòåïåíè ïî ñêîðîñòÿì èìååò âèä

F3 = K1K2K3 − 3k
K1q2q3 +K2q3q1 +K3q1q2

(q1q2q3)
2/3

.Â ñëó÷àå c1 = c2 = ñ 6= 0 ïîëó÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë øåñòîé ñòåïåíè
F6 = (F3 + Fa)

2 + 4
f(q21θ + 3kq23)(q

2
2θ + 3kq23)

q43
,ãäå

Fa =
4c2q1q2q

2
3

q21 − q22
K3, f =

4c2(q1q2q3)
2/3

(q21 − q22)
2

q23, θ =
(q1q2q3)

2/3

q21q
2
2

K1K2 − 3k + f.Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå c21 6= c22 ñèñòåìà (117) ñòàíîâèòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â ïåðåìåííûõ Àíäóàéå,òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåäóêöèè â çàäà÷àõ î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà ñ çàêðåï-ëåííîé òî÷êîé [3℄. Íà ðèñóíêå õîðîøî âèäíî ðàçðóøåíèå ðåçîíàíñíûõ òîðîâ è ðîæäåíèåèçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåèíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è.

�èñ. 4. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ñèñòåìû (117) íà óðîâíå ýíåðãèè H̄ = 30 ïðè k = 1/3, c1 = 1, c2 = 0.3,â êà÷åñòâå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ âûáðàíà ïëîñêîñòü g = πÁëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Â. Êîçëîâà, Á. �à��ý, Ô. Ôàññî çà ïîëåçíûåîáñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (êîäû ïðîåêòîâ08-01-00651 è 07-01-92210). �àáîòà È.Ñ.Ìàìàåâà è À.À.Êèëèíà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòàÏðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ � äîêòîðîâ íàóê (êîäïðîåêòà ÌÄ-5239.2008.1) è êàíäèäàòîâ íàóê (êîä ïðîåêòà MK-6376.2008.1) ñîîòâåòñòâåííî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àíèñèìîâ Ñ.È., Ëûñèêîâ Þ.È., Î ðàñøèðåíèè ãàçîâîãî îáëàêà â âàêóóì, Ïðèêë. ìàò. è ìåõ.,1970, ò. 34, ñ. 926�929.[2℄ Áîãîÿâëåíñêèé Î.È., Äèíàìèêà ãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî ýëëèïñîèäà, Ïðèêë. ìàò. ìåõ., 1976,òîì. 40, � 2, . 270�280.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2008, Ò. 4, �4, ñ. 363�406
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