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В данной работе рассмотрена система трех частиц на плоскости взаимодействие между которыми описывает-
ся однородным потенциалом степени однородности α = −2. Приведена конструктивная процедура редукции этой
системы до двух степеней свободы. С помощью построения отображения Пуанкаре показана неинтегрируемость по-
лученной системы.
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The Jacobi problem on a plane

3-particle systems with a particle-interaction homogeneous potential of degreeα = −2 is considered. A constructive
procedure of reduction of the system by 2 degrees of freedom is performed. The nonintegrability of the systems is shown
using the Poincare mapping.
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Рассмотрим задачу трех тел на плоскости с гамильтонианом

H = 1
2

3∑

i=1

p2
i
mi

+
∑

i>j

aij

(ri − rj)
2
, ri, pi ∈ R2. (1)

Потенциал рассматриваемой задачи является однородной функцией степени однородности α =
= −2 и зависит только от взаимных расстояний между телами. Аналогичную задачу на прямой
впервые рассматривал еще Якоби [4]. В дальнейшем был сделан ряд обобщений этой задачи, как
на случай большего числа частиц, так и на другие виды потенциала [1–3, 6–10]. Отметим, что в
отличие от хорошо изученного случая движения на прямой, для задачи на плоскости было пока-
зано [5] лишь отсутствие мероморфных интегралов движения для частного случая m1 6= m2 =
= m3 = 1, ai,j = 1. Более полный исторический обзор исследований систем с потенциалами,
являющимися однородными функциями степени однородности α = −2, общую теорию подобных
систем, а также некоторые примеры можно найти в работе [11]. Как было показано в указанной
работе, данная система обладает шестью первыми интегралами движения

P =
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pi, S = P
3∑
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(ri,pi)− 2H
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miri,
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3∑
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где I =
3∑
i=1

mir
2
i — центральный момент инерции системы тел. Докажем следующую теорему о

редукции рассматриваемой системы.

Теорема 1. Система (1) допускает редукцию на четыре степени свободы с помощью
интегралов (2). Гамильтониан редуцированной системы имеет вид

H = 1
2
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(3)

где θ ∈ (0, π
2

), ψ ∈ [0, π), µ1 =
m1m2

m1 +m2
, µ2 =

(m1 +m2)m3

m1 +m2 +m3
.

Доказательство.
Для доказательства теоремы проведем ряд последовательных преобразований.

1. Редукция по интегралам P и S выполняется с помощью классического перехода к бари-
центрическим координатам (координатам Якоби)

r̃i = ri+1 −Ri, где Ri =

i∑

k=1

mkrk

/ i∑

k=1

mk, i = 1..2.
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2. Редукция по интегралу момента импульса M осуществляется следующим образом: перей-
дем к полярным координатам r̃i = (ρi cosϕi, ρi sinϕi) и сделаем замену переменных ϕ =
= ϕ1 + ϕ2, ψ = ϕ1 − ϕ2. При этом ϕ — циклическая переменная, соответствующая инте-
гралу M = pϕ. Исключая ее получим редуцированную систему.

3. Редукция по интегралу Якоби J проводится с помощью применения теоремы 1 предыдущей
статьи [11] к части фазовых переменных (ρ1 и ρ2). При этом необходимо сделать следую-
щую замену переменных и времени

ρ1 =

√
I
µ1

cos θ, ρ2 =

√
I
µ2

sin θ, dt = Idτ.

Непосредственными вычислениями можно показать, что в результате проведенных преобразо-
ваний получим гамильтонову систему с двумя степенями свободы и гамильтонианом (3).

Рассмотрим теперь вопрос об интегрируемости полученной двухстепенной системы (3). На
рис. 1 приведено соответствующее отображение Пуанкаре. В качестве плоскости сечения вы-
брана плоскость θ = π

4
. Как видно из рисунка, даже в случае равных масс mi = 1 и равных

констант взаимодействия aij = 1 на нулевом уровне интеграла момента M = 0 фазовый портрет
содержит хаотический слой. Таким образом, построенное отображение Пуанкаре может служить
компьютерным доказательством неинтегрируемости системы (3).

Рис. 1. Отображение Пуанкаре системы (3) приm1 = m2 = m3 = a12 = a23 = a13 = 1 на нулевом уровне
интеграла момента M = 0 и уровне энергии H = 3.8. В качестве плоскости сечения выбрана плоскость
θ = π

4
.
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