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�ÚÈVÖ�ÇD¿-ÈDÄ$��ÃZÎ�� 
UÊ·����Ê·����Ê����DÊ����UÊ�����Ê���	��p�ZÁ°¼SÉÝÌ
ÄZÑA¿g¾S¿gÏUÁðÈDÄeÌg¼SÉU¾UÏUÁm¿+ÄeÏDÄ
¼DÃZËuÉUÉöÑA¿��3ÇSÐ�Æ�¼·ÄZÂ^Ô
ÂgÉU¾S¿uÂgÆ�Ã$� ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑAÃ$� Ì
Ä
Ç·Äu¾S¿��E�-Æ�Ã��ZÉ Ã%ÍSÃZÀ�¿^ÇD¿gÏUÉUÉ3Ë�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆUÉ-�3ÏDÄ7�g¼U¼SÉUÍSÂuÃZÉ�ÇD¿©É3Â^¼SÐ�¾DÄZ¿uÑ
�-¼D¿4�$� Ä�� É�ÇD¿gÏUÎ�ÉU¾UÏUÁmÑ Â^¼SÐ�¾DÄe½��©ÈUÐ�ÏDÄ:É!ÂgÉSÂgÎ�¿uÑA¿E��¿��SÑ�ÄeÏDÄ3�-ÀÝÐ�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖ �!��ÉUÈ3��Ë�Ã�Ó¢Ä�ÊJÃZÍUÉSÂgÁ°Ô
ÀVÄe½���É-�öÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿¢Î�À�¿gÈ�ÇDÃZË�Ã:Î�¿^¼·Ä À\��¿gÌuËuÈDÄeÏUÉU¾UÏSÃ$�/É�ÇD¿�Ä
¼SÒ�ÏSÃ$��� É�ÇSÆ�Ã�ÂgÎ�ÉJ���+Ä�� Ä ÈDÄ$��ÃZÎZÄNÏSÃ�ÂgÉUÎ
À;Ã�ÂgÏSÃZÀ�ÏSÃ�ÑçÑA¿gÎ�ÃuÇSÉU¾S¿uÂgÆUÉ'����ÄeÈDÄeÆUÎ�¿gÈJ�6�4Á�ÍSÃ�ÂgÎZÄeÈDÄ
¼SÉSÂgÒ!ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�ÄeÎ�ÉUÌuÉUÈSÃZÀVÄeÎ�Ò)Ð�Æ�ÄeÌ
ÄeÏUÏUÁm¿�À�Á��3¿
ÈS¿gÌuÐ
¼SÒ
ÎZÄeÎ�Á ÉÚÎ�¿uÑ Â�ÄZÑLÁmÑ�Ã��$�lÖUÂgÏUÉUÎ�Ò�ÏS¿^Ç·ÄeÀ�ÏUÉS¿>ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�ÑLÁ+Ê�ÏDÄ���ÇD¿gÏUÏUÁm¿>ÇU¼SÖ ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿^Ô
ÑAÃ$�öÌ
Ä
Ç·Äu¾UÉ4Ã�ÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÉ4ÏS¿gË�Ãe¼DÃZÏSÃ�ÑLÏSÃZË�ÃE� ÄeÈDÄ��+ÄeÍ�¼SÁ�ËuÉUÏDÄ3É>Â^¼SÐ�¾DÄeÖÝ�-¼D¿4�$� Ä��I��ÏUÎ�¿gÈS¿uÂgÏSÃUÊU¾UÎ�Ã
À4ÏS¿gÆ�ÃZÎ�ÃZÈUÁ � Â^¼SÐ�¾DÄeÖ �)ÍUÈS¿uÃ��ZÈDÄeÌ�ÃZÀVÄeÏUÉS¿�ÊLÃZÎ�Ã��ZÈDÄ��3Äe½��3¿u¿:ÃuÇSÏUÐ�ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ!ÏDÄÝÇSÈUÐ�ËuÐ�½3ÊJÑAÃ���¿gÎ;ÈS¿^Ô
� ÄeÎ�Ò Ì
Ä
Ç·Äu¾UÐÝÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉUÉ>ÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖlÊS¾UÎ�Ã@�ZÁ°¼DÃ@�ZÁ ÍSÃe¼D¿gÌuÏSÃ3ÇU¼SÖÝÈDÄeÌg¼SÉU¾UÏUÁ �öÆ�Äu¾S¿uÂgÎ�À�¿gÏ�Ô
ÏUÁ ��É ¾UÉSÂ^¼D¿gÏUÏUÁ �3ÉSÂuÂ^¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÏUÉ'�J� ¡mÇSÏDÄeÆ�Ã�ÎZÄeÆ�ÄeÖ Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉUÖNÀ�ÃZÌ�ÑAÃ�� ÏDÄ�ÏS¿©À�Âu¿gËvÇ·Ä��3�+ÄZÑLÉÂuÓ+ÃZÈSÑLÐ
¼SÉUÈSÃZÀVÄeÏDÄ-ËuÉUÍSÃZÎ�¿gÌ
Ä�Ê�ÂgÀ�Ö�ÌuÁ�ÀVÄe½�� ÄeÖ�À�ÃZÌ�ÑAÃ�� ÏSÃ�ÂgÎ�Ò+Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉUÉ:Â°ÂgÐ �3¿uÂgÎ�À�ÃZÀVÄeÏUÉS¿uÑÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃZË�Ã!ÄeÏDÄ
¼SÉUÎ�ÉU¾S¿uÂgÆ�ÃZË�Ã4ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼·Ä��£¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑ ÍSÃ�Â^¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃ;Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖ!ÈDÄeÌgÔ
¼SÉU¾UÏUÁ ��Æ�¼·ÄZÂuÂgÉU¾S¿uÂgÆUÉ-��ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑLÁ � ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ;À-ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�ÄB��ÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �lÊeÏDÄeÉI��Ãe¼D¿u¿©Ð
ÇDÃ��ZÏUÁ �+ÇU¼SÖ
Ð�ÂgÎZÄeÏSÃZÀZ¼D¿gÏUÉUÖ;ÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�½���É-�öÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�ÑAÃZÀS�

¤7¥§¦\¨P©J¨�ª�¨¬«[­�®7¯�°±®³²£´L®6©J´¶µ6°Yª�´L·£­Y°^¸

¹�Ð�ÂgÎ�Ò!Ñ�ÄeÎ�¿gÈUÉDÄ
¼SÒ�ÏDÄeÖ'Î�ÃZ¾UÆ�Ä>ÇSÀ�É'��¿gÎ�ÂvÖ'À;ÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼SÒ�ÏSÃ�ÑçÍSÃe¼D¿ U(x)
ÍSÃ>ÇSÀ�Ð�ÑA¿gÈUÏSÃ�ÑLÐº�g¼UÔ

¼SÉUÍSÂuÃZÉ�ÇSÐöÀ
R3 = {x} ÊUÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼,»gÏUÏSÃ�ÑLÐ>Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉS¿uÑ

(x, Ix) = ζ,
�\�B�

ËvÇD¿
I = diag(I1, I2, I3)

Ê
ζ = const

Ê
(·, ·) ¼ Ã��ZÁ�¾UÏSÃ�¿)ÂgÆ�Ä
¼SÖ�ÈUÏSÃ�¿�ÍUÈSÃZÉUÌuÀ�¿^ÇD¿gÏUÉS¿���½lÄeÍUÉSÂgÁ�ÀVÄeÖ

¼·ÄeËuÈDÄeÏ'� ÉDÄeÏ/ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁ
L = 1

2
(ẋ, ẋ)− U(x),

ÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑ Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖöÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖ4Â�ÏS¿uÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼D¿gÏUÏUÁmÑìÑLÏSÃ�� ÉUÎ�¿^¼D¿uÑ À À�É�ÇD¿

ẍ = −∂U
∂x

+ λIx, λ =

(
Ix, ∂U

∂x

)
− (ẋ, Iẋ)

(Ix, Ix)
,

���3�

ËvÇD¿
λ
ÏDÄB�VÃuÇSÉUÎ�ÂvÖ>ÉUÌ+Ð�Â^¼DÃZÀ�ÉUÖ>ÂgÀ�Ö�ÌuÉ¾�\�B�g�

¹�ÈUÉ
U = 0

ÍSÃe¼SÐ�¾DÄZ¿uÑÚÐ�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖ4Ë�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆ�ÃZË�ÃÝÍSÃZÎ�ÃZÆ�Ä�ÏDÄ@�g¼U¼SÉUÍSÂuÃZÉ�ÇD¿�� Ì
Ä
Ç·Äu¾DÄ��-Æ�Ã��ZÉg�^�
¿ ÎZÄ4ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä�Ê�Æ�ÄeÆ ÍSÃZÆ�ÄeÌ
Ä
¼k�-Æ�Ã��ZÉJÊ�Ö�ÀZ¼SÖU¿gÎ�ÂvÖ�ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑAÃ$�JÊLÉ�ÆUÀVÄ
ÇSÈDÄeÎ�ÉU¾UÏUÁm¿:ÍSÃ4ÂgÆ�ÃZÈSÃ�ÂgÎ
ÖUÑ
ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼SÁãÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖ4ÑAÃZËuÐ�ÎJ�ZÁ�Î�ÒNÌ
ÄeÍUÉSÂ�ÄeÏUÁ À À�É�ÇD¿

E = 1
2

(ẋ, ẋ) ¼ �uÏS¿gÈUËuÉUÖ
,

Φ = (ẋ, Iẋ)(Ix, Ix) ¼ ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼H��Ã�ÄB��ÉSÑAÂgÎZÄ
¼SÖ
.

���3�

À�¥ÂÁÄÃ�ÅOª�¨�Æ±Ç[Ã@´L¯7ÈÉ¨É°±·£°�·£Ê"´LË¾ÌÎÍ�´¶Æ�Ë¾¨�Ï�¨É°ÑÐ_ÒYÅOÏ�¨

Ó CFPUH,ÔFT*ÔFEcÕ¾ÖöEFC�×cØ�B,Ù>P Ê�ÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄe½���ÉS¿�ÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿%Î�À3»gÈ�ÇDÃZË�Ã¢Î�¿^¼·Ä�À+É�ÇD¿�Ä
¼SÒ�ÏSÃ$�:ÏS¿uÂ�� ÉSÑ�Ä
Ô
¿uÑAÃ$�Ú� É�ÇSÆ�Ã�ÂgÎ�ÉJÊ·ÑAÃZËuÐ�ÎE�ZÁ�Î�ÒNÍUÈS¿^ÇDÂgÎZÄeÀZ¼D¿gÏUÁçÀNÓ+ÃZÈSÑA¿@�³��
��

Ṁ = M × ∂H
∂M

+ γ × ∂H
∂γ

, γ̇ = γ × ∂H
∂M

,
�Û� �
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ËvÇD¿�ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏ ¼ ÃuÇSÏSÃZÈSÃuÇSÏDÄeÖ4ÆUÀVÄ
ÇSÈDÄeÎ�ÉU¾UÏDÄeÖ4Ó+ÃZÈSÑ�Ä

H = 1
2

(M , AM) + (BM , γ) + 1
2

(γ, Cγ).
���3�

�§�uÎ�Ã�ÑãÂ^¼SÐ�¾DÄZ¿
γ
Ê
M

Ã���ÃZÌuÏDÄu¾DÄe½-Î>ÉSÑLÍUÐ
¼SÒ�Â É)ÑAÃ�ÑA¿gÏUÎ>Î�¿^¼·Ä�Ê
A
Ê
B
Ê
C ¼ ÍSÃ�ÂgÎ�Ã�Ö�ÏUÏUÁm¿�ÂgÉSÑAÑA¿gÎZÔ

ÈUÉU¾UÏUÁm¿¢Ñ�ÄeÎ�ÈUÉ Õ Á+ÊDÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖU¿uÑLÁm¿+ÈDÄZÂgÍUÈS¿^ÇD¿^¼D¿gÏUÉS¿uÑìÑ�ÄZÂuÂ�ÉöË�¿uÃ�ÑA¿gÎ�ÈUÉS¿��4ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�É;Î�¿^¼·Ä��
�-ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖ\�Û� �^ÊuÆ�ÄeÆ¢ÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏSÃ^� ��
��qÊgËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏSÃZÀ�ÁÚÂuÃmÂgÆ�Ã��ZÆ�Ã$�Yé�ÉLêL¹�ÐVÄZÂuÂuÃZÏDÄ�ÊZÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖU¿uÑAÃ$�

Ä
¼SË�¿4�ZÈSÃ$�
e(3)

Å
{Mi, Mj} = εijkMk, {Mi, γj} = εijkγk, {γi, γj} = 0.

�ë�3�
ì Æ�Ã��ZÆ�Ä��ë�3��ÇDÃZÍUÐ�ÂgÆ�ÄZ¿gÎ�ÇSÀ�¿�Ó�Ð�ÏUÆ Õ ÉUÉ4�+ÄeÌuÉSÑLÉUÈDÄ

K1 = (γ, γ), K2 = (M , γ),

Æ�ÃZÎ�ÃZÈUÁm¿°Ö�ÀZ¼SÖ�½-Î�ÂvÖ�ÍS¿gÈUÀ�ÁmÑLÉ3ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼·ÄZÑLÉ�ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁí�Û� �^���°Âg½°ÇSÐ¢À%Ç·Ä
¼SÒ�ÏS¿��'�3¿uÑ;À%Ç·ÄeÏUÏSÃ$� ÈDÄ$��ÃZÎ�¿
ÑLÁî�ZÐ
ÇD¿uÑ ÍSÃe¼·ÄeËgÄeÎ�Ò

K2 = (M , γ) = 0.

�!Ã��$�3¿uÑ>Â^¼SÐ�¾DÄZ¿�ÊuÆ�ÄeÆ¢ÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏSÃ^� ����Ê
��ï��qÊgÐ�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖ¢��ÉUÈ3��Ë�Ã�Ó¢Ä°ÏS¿gÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑLÁ+�$��ÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏUÁm¿
ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑLÁm¿!Â^¼SÐ�¾DÄeÉìÍSÃuÇSÈSÃ��ZÏSÃ ÃZÍUÉSÂ�ÄeÏUÁ Àð�³��
B�q�"�ñ�uÎ�Ã$�ìÈDÄ$��ÃZÎ�¿;ÏDÄZÂ4ÉUÏUÎ�¿gÈS¿uÂgÐ�¿gÎ'ÏDÄeÉI��Ãe¼D¿u¿
ÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏUÁ��:ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑLÁ��ÝÂ^¼SÐ�¾DÄ�� ¼ G$ò¶ócôFP'õ¾Ö\òAT*ö,÷!P Ê�Æ�ÃZÎ�ÃZÈUÁ��ÝÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖU¿gÎ�ÂvÖ:Â^¼D¿^ÇSÐ�½���ÉSÑLÉ
ÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉUÖUÑLÉ4ÏDÄ3ÍDÄeÈDÄZÑA¿gÎ�ÈUÁ+Å

A = diag(a1, a2, a3), B = 0, C = diag(c1, c2, c3),
��	��

c2 − c3
a1

+
c3 − c1
a2

+
c1 − c2
a3

= 0.

¹�ÈUÉ@�uÎ�É-��Ð�Â^¼DÃZÀ�ÉUÖ �3ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä@�Û� �lÇDÃZÍUÐ�ÂgÆ�ÄZ¿gÎ�ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏUÁ���ÆUÀVÄ
ÇSÈDÄeÎ�ÉU¾UÏUÁ��NÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼�� ÍUÈUÉU¾S¿uÑ
ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�ÄNÃ�ÂgÎZÄZ¿gÎ�ÂvÖ>ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑAÃ$�;ÉöÍUÈUÉ>ÏS¿gÏUÐ
¼D¿gÀ�Ã$�4ÍSÃ�ÂgÎ�Ã�Ö�ÏUÏSÃ$�4Í�¼DÃ$� Ä
ÇD¿��JÊSÎe�­¿��

K2 6= 0
�^�

M¢EFG3ø�T�R-PÚ@3C£ócÔFP ¼ ¾DÄZÂgÎ�ÏUÁ���Â^¼SÐ�¾DÄ��JÊ·ÇU¼SÖ/Æ�ÃZÎ�ÃZÈSÃZË�Ã
ai 6= aj

Ê·ÍUÈUÉ��uÎ�Ã�ÑðËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏ É
ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏUÁ��;ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼/ÑAÃ�� ÏSÃNÍUÈS¿^ÇDÂgÎZÄeÀ�ÉUÎ�Ò:ÀNÂgÎZÄeÏ�Ç·ÄeÈUÎ�ÏSÃ$�/Ó+ÃZÈSÑA¿�Â^¼D¿^ÇSÐ�½��3¿gË�Ã À�É�Ç·Ä

HB = 1
2

(M , AM) + α
2

(γ, A−1γ), FB = (M ,M)− α
det A

(γ, Aγ),
�ëù3�

ËvÇD¿
α = const

�£� ¿ Î�ÃNÍUÈS¿^ÇDÂgÎZÄeÀZ¼D¿gÏUÉS¿¢ÇDÃ�ÂgÎ�ÉUËgÄZ¿gÎ�ÂvÖ/ÍUÐ�Î3»uÑ'ÇDÃ���ÄeÀZ¼D¿gÏUÉUÖ4Æ4ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏUÐ4É4ÉUÏUÎ�¿^Ô
ËuÈDÄ
¼SÐöÓ�Ð�ÏUÆ Õ ÉUÉ>�+ÄeÌuÉSÑLÉUÈDÄ γ2 Ê�Ð�ÑLÏSÃ���¿gÏUÏSÃ$�;ÏDÄ3Æ�ÃZÏSÂgÎZÄeÏUÎ�Ð�� �

ì ÉSÂgÎ�¿uÑ�Äú�©ÈUÐ�ÏDÄmÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄZ¿gÎ-ÎZÄeÆ'��¿ªÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿©Î�À3»gÈ�ÇDÃZË�Ã%Î�¿^¼·Ä%ÂAÏS¿gÍSÃuÇSÀ�É'� ÏSÃ$� Î�ÃZ¾UÆ�Ã$��À%ÆUÀVÄ
ÇUÔ
ÈDÄeÎ�ÉU¾UÏSÃ�ÑãÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼D¿�� À>Ã��$�3¿uÑãÂ^¼SÐ�¾DÄZ¿3ÍUÈUÉ

K2 6= 0
�^�c½lÄZÑA¿gÎ�ÉSÑ�ÊJ¾UÎ�ÃöÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�ÄÚ�©ÈUÐ�ÏDÄ:ÍSÃe¼SÐ�¾DÄ
Ô

¿gÎ�ÂvÖÚÎZÄeÆ'��¿;ÍUÈUÉÚÉSÂuÂ^¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÏUÉUÉðÍUÈUÉI�e¼SÉ'��¿gÏUÏUÁ �ìÐ�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉ'�ÚÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖ Î�À�¿gÈ�ÇDÃZË�Ã�Î�¿^¼·Ä!À�ÃZÆUÈUÐ�Ë
ÏS¿gÍSÃuÇSÀ�É'� ÏSÃ$�ÝÎ�ÃZ¾UÆUÉ�À+ÍSÃe¼D¿�ÏUÒ�½-Î�ÃZÏSÃZÀ�ÂgÆ�ÃZË�Ã�ËuÈDÄeÀ�ÉUÎ�ÉUÈUÐ�½��3¿gË�Ã Õ ¿gÏUÎ�ÈDÄ��*û�Ã��3ÇD¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏSÃ�ÂgÎ�Ò Ì
Ä
Ç·Äu¾
�©ÈUÐ�ÏDÄ3É>�-¼D¿4�$� Ä@�ZÁ°¼·Ä ÃZÎ�ÑA¿g¾S¿gÏDÄE��� ü�� ì Î�¿gÆ�¼DÃZÀ�ÁmÑî�³�����q�

¹�ÈUÉ
a1 = a2 = a3

ÉÚÍUÈUÉ ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃ�Ñ�ÃZËuÈDÄeÏUÉU¾S¿gÏUÉUÉ
(M ,γ) = 0

ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä)�-¼D¿4�$� Ä
ÂgÀ�ÃuÇSÉUÎ�ÂvÖ4Æ��VÃZÈSÃ$�3Ã ÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏSÃ$�4Ì
Ä
Ç·Äu¾S¿^��¿��SÑ�ÄeÏDÄ��

M¢EFG3ø�T�R-B,õ§ýöT*õLR-P'ÔFP ÏDÄeÌuÁ�ÀVÄe½-Î>ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ�ÊlÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄe½���Ð�½ ÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿ Ñ�ÄeÎ�¿gÈUÉDÄ
¼SÒ�ÏSÃ$�)Î�ÃZ¾�Ô
ÆUÉ ÍSÃ;ÂuÓ+¿gÈS¿

S2 À4ÆUÀVÄ
ÇSÈDÄeÎ�ÉU¾UÏSÃ�ÑçÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼D¿��L��Î�Ã��ZÁ ÍSÃZÆ�ÄeÌ
ÄeÎ�Ò!¿u¿J�uÆUÀ�ÉUÀVÄ
¼D¿gÏUÎ�ÏSÃ�ÂgÎ�Ò�Â^¼SÐ�¾DÄe½
�-¼D¿4�$� Ä�ÊUÈDÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑÚÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿+Î�ÃZ¾UÆUÉ>ÍSÃNÂuÓ+¿gÈS¿

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1.
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m$n-q sEtBuvt�w�xBygz�{Bx3| }�~\t'��t����3�^�*�B|

�°¿gÌ¢ÃZËuÈDÄeÏUÉU¾S¿gÏUÉUÖ4Ã��$��ÏSÃ�ÂgÎ�É>ÆUÀVÄ
ÇSÈDÄeÎ�ÉU¾UÏUÁ��;ÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼;Ì
ÄeÍUÉ'�3¿uÑ ÀNÓ+ÃZÈSÑA¿

U(γ) = 1
2

(γ, Cγ), C = diag(c1, c2, c3),
Î�ÃZËvÇ·Ä Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖÝÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖ>ÉSÑA¿g½-ÎNÀ�É�Ç

γ̈ = −Cγ + ((Cγ, γ)− (γ̇, γ̇))γ.
��¿uÂ^¼DÃ�� ÏSÃ�ÍSÃZÆ�ÄeÌ
ÄeÎ�ÒSÊS¾UÎ�Ã ÍSÃ�Â^¼D¿�Ì
ÄZÑA¿gÏUÁãÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �

M = γ̇ × γ,
ÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑ ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐk�Û� �-ÍUÈUÉ)ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏUÁ �)Ð�Â^¼DÃZÀ�ÉUÖ �

K1 = 1
Ê
K2 = 0

Ê�Â3ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏSÃ�ÑçÉ
ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�Ñ Â^¼D¿^ÇSÐ�½��3¿gË�Ã À�É�Ç·Ä

HN = 1
2
M 2 + 1

2
(γ, Cγ), FN = (M , CM)− det C(γ, Cγ).

��
3�
� ÇSÉUÏDÄZÑLÉUÆ�¿-Î�À�¿gÈ�ÇDÃZË�Ã3Î�¿^¼·Ä¢ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä���
3��ÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄZ¿gÎ�ÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿O� ÄeÈSÃZÀ�ÃZË�Ã�À�Ãe¼S¾UÆ�Ä¢À¢ÆUÀVÄ
ÇSÈDÄ
Ô

Î�ÉU¾UÏSÃ�ÑÚÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼D¿��
¹�ÈUÉ/ÍSÃuÇ'�VÃuÇSÖ-�3¿uÑðÀ�Á7��ÃZÈS¿ Ñ�ÄeÎ�ÈUÉ Õ A

Ê
C
ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼SÁ ÂgÉSÂgÎ�¿uÑð��¿��SÑ�ÄeÏDÄ:ÉH�©ÈUÐ�ÏDÄ�ÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖ�Ô

½-Î>ÃuÇSÏUÉ�É!Î�¿@��¿ ÉUÏUÀVÄeÈUÉDÄeÏUÎ�ÏUÁm¿�Î�ÃZÈUÁ+Ê�Ä:ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏUÁ
HN

Ê
HB

Ì
Ä
Ç·Äe½-Î>Î�ÈDÄeÏSÂgÀ�¿gÈSÂ�Ä
¼SÒ�ÏUÁm¿
Ã���ÑAÃZÎ�ÆUÉ4ÏDÄ�ÏUÉ-�l�

þv¥îÿÄÒY° °Yµ¶®7Ë¾®�Ò � °Yµ¶Ë¾¨³²£´L®6©J´¶µ6°Yª�´L·£­�®7²£®���®�Ê"®�­�¨ÉÏ�¨��cÃYÃ�°���·6®�°�©J´

�©À�¿^Ç,»uÑ Â^¼D¿^ÇSÐ�½���ÉS¿ Ã���ÃZÌuÏDÄu¾S¿gÏUÉUÖ�Æ�ÃZÏSÂgÎZÄeÏUÎ;ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃZÀ;ÀöÌ
Ä
Ç·Äu¾S¿\�-Æ�Ã��ZÉJÊJÆ�ÃZÎ�ÃZÈUÁ �º�ZÐ
ÇD¿uÑ
ÍUÈUÉ�ÇD¿gÈ*� ÉUÀVÄeÎ�Ò�ÂvÖ;À3Ç·Ä
¼SÒ�ÏS¿��'�3¿uÑ�Å

E = 1
2
ẋ2 = h, Φ = (Iẋ, ẋ)(Ix, Ix) = κ, (x, Ix) = ζ.

�\��ï3�
��ÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏSÃ!Î�ÈUÉÚÖ�À�ÏUÁ �'ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�Ä�Ê�ÂgÀ�Ö�ÌuÁ�ÀVÄe½���É-� Ó¢ÄeÌ�ÃZÀ�Á�� ÍSÃZÎ�ÃZÆ ÂÝÌ
Ä
Ç·Äu¾UÉ �-Æ�Ã��ZÉÚÏDÄ

ÈDÄeÌg¼SÉU¾UÏUÁ � Âu¿uÑA¿��SÂgÎ�ÀVÄB�ìÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼SÒ�ÏUÁ �ðÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�¿��J� ¿ Î�ÉðÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�ÑLÁ ÂuÃuÇD¿gÈ*�3ÄeÎ�ÂvÖãÀ ÈDÄ
Ô
��ÃZÎZÄB�ð� 
�Ê©��ïUÊL����ÊL��������ÌgÇD¿uÂgÒ!ÑLÁ�ÍUÈUÉUÀ�¿^ÇD¿uÑçÉUÌ:À;ÏDÄeÉI��Ãe¼D¿u¿:Ð
ÇDÃ��ZÏSÃ$� Ó+ÃZÈSÑA¿�Ê�¾UÎ�Ã��ZÁ Ð�ÂgÎZÄeÏSÃZÀ�ÉUÎ�Ò
À�Ì
ÄeÉSÑAÃ�ÂgÀ�Ö�ÌuÒ/ÑA¿��3ÇSÐ/ÏUÉSÑLÉJ�¨�3Ä
¼D¿u¿NÑLÁ�ÂgÏDÄ$�uÇSÉSÑ Ó+ÃZÈSÑLÐ
¼SÉUÈSÃZÀ�ÆUÉ�Î�¿uÃZÈS¿uÑ Â3ÍSÃ�ÖUÂgÏUÖ�½���ÉSÑLÉ Æ�Ã�ÑFÔ
ÑA¿gÏUÎZÄeÈUÉUÖUÑLÉ;ÉöÍUÈUÉUÀ�¿^ÇD¿uÑÚÉ-�ÝÆUÈDÄeÎ�ÆUÉS¿�ÇDÃZÆ�ÄeÌ
ÄeÎ�¿^¼SÒ�ÂgÎ�ÀVÄ��

	 TVBDCFT�R-P�

�/ÖöB'òABDG�BDH���ÖöB���òABDH���=��������������! #"!$%�!&�&�"('*)+ #"!$%&-,.��&�/0,�12 3�54��768&-,� 91:��� E =
= h

�
ζ = 1 ; "%/."%�7<%�!=%�!>3�@?���"%A%�B/C 3�D,+��/."E #&�"068�F$%�-$%�54-,+&�/0,+& ; "%/."%��)G������/0,H'JI�KL #)�&�� �ëù3� �

1:�5'J�34�M�/."%&����!&�"('
HB = 1

2
(M , I−1M)− h

det I
(γ, Iγ),

�\���B�

;  #�N���������! #"!$%�!&�&�"('O&�)%4-,�$%"('P<%&��!>Q,+&����N1:�5'J�34�M�/."%&����!&�� HB = 0
�
K1 = 1 R K2 = 0 ST �5'�,+&�� ; ,� 9,H'�,+&�&�ILU��N$E 9,H'�,+&��V$0=%�!&�&�"('W�X4�)�>3�D,Y�3'�,�,+/Z$%��=

γ = I1/2x, M = (I−1/2ẋ)× (I1/2x), dt =
(Ix, Ix)

det I
dτ =

(γ, Iγ)

det I
dτ.

�\���3�

	 TVBDCFT�R-P\[]�\OQB��VTVC���=^���@���������! #"!$%�!&�&�"('_)+ #"!$%&-,`��&�/0,�12 3�54��a68&-,� 91:��� E = h
���8<%"!$%I�b

; "%/."%��<%�!=%�!>3�G?���"%A%��/C 3�D,+��/."E #&�"c68�F$%�-$%�54-,+&�/0,+& ; "%/."%��)0������/0,H'JIBKL #)�&�� �ëù3� ��1:�5'J�34�M�/."%&���d
�!&�"('

HB = 1
2

(M , I−1M)− ζ

2 det I
(γ, Iγ),

�\���3�

;  #�N���������! #"!$%�!&�&�"('O&�)%4-,�$%"('P<%&��!>Q,+&����N1:�5'J�34�M�/."%&����!&�� HB = 0
�
K1 = γ2 = 2h R K2 = 0 S
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~�Ü�x��^xBy Ý�zgÜ$�^Þ§ß4�Bx à$��Ü�z�á,�B{Bâ-z�ã�ä�x3å\x3â-x3|Úæ��çâ-|*�-à4ygz�â-�*ã m$n-e

T �5'�,+&�� ; ,� 9,H'�,+&�&�ILU��N$E 9,H'�,+&��V$0=%�!&�&�"('W�X4�)�>3�D, Å

γ = ẋ, M = ẋ× x, dt =
(Ix, Ix)

det I
dτ.

�\��� �

	 TVBDCFT�R-P^eP�/Ö ÔLfVCFCFTVC���=����N���������! #"!$%�!&�&�"('_)+ #"!$%&-,`��&�/0,�12 3�54���g�"(�8Uh�3'J��/.�543i
Φ = κ���8<%"!$%I�b ; "%/."%�a<%�!=%�!>3�j?���"%A%�j/C 3�D,+��/."E #&�"k68�F$%�-$%�54-,+&�/0,+& ; "%/."%��)V������/0,H'JI^�Y,+b3'J�!&�� ��
3� �

1:�5'J�34�M�/."%&����!&�"('
HN = 1

2
M2 + κ

2
(γ, Iγ),

�\���3�

;  #�N���������! #"!$%�!&�&�"('O&�)%4-,�$%"('P<%&��!>Q,+&����V=%" ; "(4�&���/0,H4�M�&�"!1:".��&�/0,�12 3�54��

FN = (M , IM)− κ det I(γ, I−1γ) = 0,
�\���3�

�
K1 = 1 R K2 = 0 ST �5'�,+&�� ; ,� 9,H'�,+&�&�ILU��N$E 9,H'�,+&��V$0=%�!&�&�"('W�X4�)�>3�D, Å

γ = 1√
(Ix, Ix)

Ix, M = Iẋ× Ix, dt = (Ix, Ix)dτ = dτ

(γ, I−1γ)
.

�\�
	��

¹�ÈS¿��3ÇD¿+¾S¿uÑ ÇDÃZÆ�ÄeÌuÁ�ÀVÄeÎ�Ò\�uÎ�É>Î�¿uÃZÈS¿uÑLÁ Â­ÇD¿^¼·ÄZ¿uÑÚÏS¿uÂgÆ�Ãe¼SÒ�Æ�Ã�Æ�Ã�ÑAÑA¿gÏUÎZÄeÈUÉS¿gÀS�
��� ì ÃZËv¼·ÄZÂgÏSÃÝÐ�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉUÖUÑ[�\��� �gÊL�\�
	��gÊDÌ
ÄZÑA¿gÏUÁøÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �lÊlÉSÂgÍSÃe¼SÒ�ÌuÐ�¿uÑLÁm¿ ÀÝÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�ÄB�

�;ÃZÌ�¿gÈDÄNÉ;��ÏI»gÈUÈS¿gÈDÄ�ÏSÃ�ÂvÖ�Î:Ð�ÏUÉUÀ�¿gÈSÂ�Ä
¼SÒ�ÏUÁ��H��ÄeÈDÄeÆUÎ�¿gÈ/É;ÑAÃZËuÐ�Î:ÍUÈUÉSÑA¿gÏUÖ�Î�Ò�ÂvÖ;Æ/ÂgÀ�¿^ÇD¿gÏUÉU½
Ë�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆ�ÃZË�Ã)ÍSÃZÎ�ÃZÆ�Ä/ÏDÄ4¼S½O��Ã$�'ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�É Æ ÂgÉSÂgÎ�¿uÑA¿ÝÏDÄ/ÂuÓ+¿gÈS¿��¶��Â^¼SÐ�¾DÄZ¿ �;ÃZÌ�¿gÈDÄ
ÑLÁøÍSÃe¼SÐ�¾DÄZ¿uÑãÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ�ÊJÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄe½���Ð�½�ÍSÃZÀ�¿^ÇD¿gÏUÉS¿NÆ�ÄZÂ�ÄeÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃZË�Ã4À�¿gÆUÎ�ÃZÈDÄÝÆ!Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉJÊ
ÄÝÀ4Â^¼SÐ�¾DÄZ¿N��ÏI»gÈUÈS¿gÈDÄ ¼ �uÀ�Ãe¼S½ Õ ÉU½êÏSÃZÈSÑ�Ä
¼SÉ�Æ)ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�É ÀZÇDÃe¼SÒ4Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉJ�F��ÈSÃ�ÑA¿
�uÎ�ÃZË�ÃUÊUÆ�ÃZÏSÂgÎ�ÈUÐ�Æ Õ ÉUÖ4��ÏI»gÈUÈS¿gÈDÄ3ÇDÃZÍUÐ�ÂgÆ�ÄZ¿gÎNÇDÃ���ÄeÀZ¼D¿gÏUÉS¿+ÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼·ÄÚ�³�����q�

���ú½lÄZÑA¿gÏDÄ��\���3��� ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ ��Ãe¼DÃ�ÂuÃZÀVÄgêA��ÃZÌg¼DÃZÀVÄ3��ÍSÃZÌuÀ�Ãe¼SÖU¿gÎN¿uÂgÎ�¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏUÁmÑÚÃ��ZÈDÄeÌ�Ã�Ñ'ÍS¿gÈS¿^Ô
ÏSÃ�ÂgÉUÎ�ÒÝÏDÄeÎ�Ð�ÈDÄ
¼SÒ�ÏUÁm¿ ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁøÉUÌ�ÇSÉUÏDÄZÑLÉUÆUÉ!Î�À3»gÈ�ÇDÃZË�ÃöÎ�¿^¼·Ä�ÏDÄ:Â^¼SÐ�¾DÄ��;ÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖ!Î�ÃZ¾UÆUÉ
ÍSÃ��g¼U¼SÉUÍSÂuÃZÉ�ÇSÐöÀ ÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼SÒ�ÏSÃ�Ñ ÍSÃe¼D¿��

���7��¿gÆ�ÃZÎ�ÃZÈUÁm¿öÍUÈUÉUÍUÉSÂgÁ�ÀVÄe½-Î!ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�ÑçÎ�¿uÃZÈS¿uÑLÁ �ö�:�¶�/ÄZÑAÓ+ÃZÈ�ÇSÐ�Ê£�VÃZÎ
Ö Â�ÄZÑÂ�/ÄZÑAÓ+ÃZÈ�Ç
ÀöÆUÏUÉUË�¿Ú�³��ïB�ªÖ�À�ÏSÃÝÐ�Æ�ÄeÌuÁ�ÀVÄZ¿gÎeÊ�¾UÎ�ÃöÆ�ÃZÏSÂgÎ�ÈUÐ�Æ Õ ÉUÖ)ÍUÈUÉUÏDÄ
ÇU¼D¿�� ÉUÎ��;ÃZÌ�¿gÈUÐ��c�QÎ�Ã ��¿ À�ÈS¿uÑLÖlÊ
ÍSÃeÔ�À�É�ÇSÉSÑAÃ�ÑLÐ�ÊSÀNÃZÍUÐ-�e¼SÉUÆ�ÃZÀVÄeÏUÏUÁ �4ÈDÄ$��ÃZÎZÄB�ç�;ÃZÌ�¿gÈDÄY�uÎ�ÃZÎNÈS¿gÌuÐ
¼SÒ
ÎZÄeÎ:ÏS¿�À�ÂgÎ�ÈS¿g¾DÄZ¿gÎ�ÂvÖl�

�S�7��Ì�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�Î�¿uÃZÈS¿uÑLÁø��ÊVÍSÃeÔ�À�É�ÇSÉSÑAÃ�ÑLÐ�Ê�À�ÍS¿gÈUÀ�Ám¿O�ZÁ°¼ÝÐ�ÂgÎZÄeÏSÃZÀZ¼D¿gÏ�l·�/������Ãe¼DÃ�ÂuÃZÀ�ÁmÑ�Ê �VÃZÎ
Ö
Â�ÄZÑ!��Ãe¼DÃ�ÂuÃZÀ+À�ÈDÄ$��ÃZÎ�¿v� ��	��SÍUÉ'�3¿gÎeÊ�¾UÎ�Ã+ÃZÏ ÈDÄeÌuÀ�ÉUÀVÄZ¿gÎ¢ÂuÃ�Ã��ZÈDÄ���¿gÏUÉUÖ7l·�/�4ÉUÏUÆ�ÃZÀ�ÂgÆ�ÃZË�Ã\�³�����q���
Î�Ãv��¿-À�ÈS¿uÑLÖ�À¢ÈDÄ$��ÃZÎ�¿��³�������uÎ�ÃZÎ�ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ Ö�À�ÏSÃ¢ÏS¿mÀ�ÂgÎ�ÈS¿g¾DÄZ¿gÎ�ÂvÖl�'¢LÄ$��ÃZÎZÄ3��Ãe¼DÃ�ÂuÃZÀVÄ\� ��	B�
À�ÍSÃ�Â^¼D¿^ÇDÂgÎ�À�ÉUÉº�ZÁ°¼·ÄÝÌ
Ä$�ZÁ�ÎZÄ�ÊlÉ ���/���­��ÃZÌg¼DÃZÀ>Ð�ÂgÎZÄeÏSÃZÀ�É�¼¾�uÎ�ÃZÎöÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ ÏS¿gÌ
ÄeÀ�ÉSÂgÉSÑAÃ>É
ÏS¿uÂgÆ�Ãe¼SÒ�Æ�ÃNÉUÏDÄu¾S¿J� �����q�

���7¹�ÃuÇS¾S¿gÈUÆUÏI»uÑ�Ê°¾UÎ�Ã À Î�¿uÃZÈS¿uÑ�ÄB�ç�:ê���ÈS¿g¾UÒ'É�Ç,»gÎ'Ã�� ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�ÄB�lÊ©Ì
Ä
Ç·ÄeÀVÄZ¿uÑLÁ �ðÖ�À�ÏUÁmÑLÉ
ÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉUÖUÑLÉJ�c¡%Î�ÑA¿gÎ�ÉSÑ À\�uÎ�Ã$�;ÂgÀ�Ö�ÌuÉ;ÈS¿gÌuÐ
¼SÒ
ÎZÄeÎÝÈDÄ$��ÃZÎ�Áñ�³��ùB��� ÍSÃe¼SÐ�¾S¿gÏUÏUÁ��/Î�ÃZÍSÃe¼DÃZËuÉ�Ô
¾S¿uÂgÆUÉSÑLÉ�ÑA¿gÎ�ÃuÇ·ÄZÑLÉg��Ã�Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÏSÃ�Ñ)ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�ÑA¿mË�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆ�ÃZË�Ã�ÍSÃZÎ�ÃZÆ�Ä�ÏDÄO�g¼U¼SÉUÍSÂuÃZÉ�ÇD¿
É)À4Â^¼SÐ�¾DÄZ¿ ¿ ��¼D¿gÈDÄ>ÀöÇSÉUÏDÄZÑLÉUÆ�¿�Î�À3»gÈ�ÇDÃZË�Ã4Î�¿^¼·Ä�ÊJÍUÈUÉº�uÎ�Ã�ÑãÖ�À�ÏUÁm¿NÍUÈS¿uÃ��ZÈDÄeÌ�ÃZÀVÄeÏUÉUÖlÊLÃZÍUÉ�Ô
ÂgÁ�ÀVÄe½���ÉS¿Y�uÎ�ÃZÎÝÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�Ê¨ÏS¿gÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏUÁ � É/À�ÈVÖ�Ç!¼SÉ/ÑAÃZËuÐ�Î �ZÁ�Î�ÒöÍSÃe¼SÐ�¾S¿gÏUÁ��^�p�ãÎ�Ã\��¿
À�ÈS¿uÑLÖ4ÍUÈUÉ/ÉSÂgÍSÃe¼SÒ�Ì�ÃZÀVÄeÏUÉUÉ!Ì
ÄZÑA¿gÏUÁ �\���3�mÂ^¼SÐ�¾DÄ�� ¿ ��¼D¿gÈDÄ�ÍS¿gÈS¿��VÃuÇSÉUÎ>ÀÝÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ�Ê¨ÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄ
Ô
½���Ð�½ãÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿+Î�ÃZ¾UÆUÉ>ÏDÄ��g¼U¼SÉUÍSÂuÃZÉ�ÇD¿+À ÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼D¿ U(x) = α

(Ix, Ix)

Ê
α = const

�
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���©�+¼SÖ:Æ�ÃZÏSÂgÎ�ÈUÐ�Æ Õ ÉUÉ��;ÃZÌ�¿gÈDÄ � Î�¿uÃZÈS¿uÑ�ÄN�3�ªÉSÑA¿u¿gÎ�ÂvÖ>¿��3¿�ÃuÇSÏDÄ3À�ÃZÌ�ÑAÃ�� ÏSÃ�ÂgÎ�Ò�À�Á7��ÃZÈDÄ�À�¿gÆUÎ�ÃZÈDÄ
ÑAÃ�ÑA¿gÏUÎZÄ ÎZÄeÆJÊU¾UÎ�Ã

γ = ẋ, M = ẋ×∇F = ẋ× Ix,

ËvÇD¿
F = 1

2
((x, Ix)− ζ) = 0 ¼ Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉS¿3ÂgÀ�Ö�ÌuÉJ�g�í�uÎ�Ã�ÑìÂ^¼SÐ�¾DÄZ¿¢ÍSÃ�Â^¼D¿�Ì
ÄZÑA¿gÏUÁQÀ�ÈS¿uÑA¿gÏUÉ

(γ, Iγ)2

2hκ dt = dτ
ÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑÚÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐÝÏDÄ3ÂuÓ+¿gÈS¿

γ2 = 2h
Â�ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏSÃ�Ñ

H = 1
2

(M ,M )− hκ
(γ, Iγ)

ÏDÄ�Ð�ÈSÃZÀ�ÏS¿
H = 0

� ¿ Î�Ã ÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏDÄeÖ4ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä@�©ÈDÄ
ÇD¿gÏDÄÚ� �$�qÊUÈDÄeÌgÇD¿^¼SÖ�½�� ÄeÖUÂvÖöÀ�ÂuÓ+¿gÈSÃZÆ�ÃZÏUÉU¾S¿^Ô
ÂgÆUÉ-�ÝÆ�Ã�ÃZÈ�ÇSÉUÏDÄeÎZÄB��� ÂuÑ��UÎZÄeÆ'��¿J� ����� �^�
¹�ÈUÉUÀ�¿^ÇD¿uÑ ÇDÃZÆ�ÄeÌ
ÄeÎ�¿^¼SÒ�ÂgÎ�ÀVÄ�ÂuÓ+ÃZÈSÑLÐ
¼SÉUÈSÃZÀVÄeÏUÏUÁ �>Î�¿uÃZÈS¿uÑ À�¿^ÇSÉUÏSÃ�ÑÚÂgÎ�É�¼D¿��

m.n+o%p(q5p�rcsut3v%wErcx�ncrcsEn�yhsuz|{B}8~
���8�:�:�9�8�5���F�N�3�8�D���:�����c���5�5�:���F���F�8���8�7�5�8�����7�����E���F���F�E�8�!�3�

(x, Ix) = 1
�����8�5�:�����F���F�8���%�@���5�F�

U(x) �F� �!�������D�����5�:�F�5�D�c�C�F�9�:�:�J�8�!�

L = 1
2

(ẋ, ẋ)− U(x), �u�(�%�
�����.�:�5�%�a�8���:�8�!�3���J�E�+ D�F�5�D���:�8�¡�Y�:���:���:�D�

E = 1
2

(x, x) + U(x).

¢ �3�E�3�5���F�����:�����8�|�����:�8£8�F�5¤:�8�%�5�����
γ = I1/2x ¥ ���5�F�!���F�V�E�F�E�5�(�9�Y�F�J� � �:��� γ2 = 1

�8�!�Q�

L = 1
2

(γ̇, I−1γ̇)− U(γ). �u�(¦%�
§L¨����5�F�����c�����:�8£8�F�5¤:�8�%�5�����©�|�E�c�5�!�3�F�C�J��¤:£8¨��5�8����¨ª Y���:���(�9�:����¨ª 

p = ∂L
∂γ̇

+ λγ = I−1γ̇ + λγ, �¬«5­%�

�¡�3�|��¤®�%�X�F�8�8�D���E�5��¤:�
γ2 = 1

�F�� %�(�3�F�
λ =

(p, Iγ)

(γ, Iγ)

� � �!�������D�.¯D�8�9�D�F���5�8�F��¤(�5����°C�:�8�¡���c�8�!�3�

H = E = 1
2

(p, Ip)(γ, Iγ)− (p, Iγ)2

(γ, Iγ)
+ U(γ), �¬«D�+�

�¡�3�
γ
�
p ± �D�5���8�������(�E���.�E�8���%�D���:����¨��®���:���(�9�:����¨�� ({γi, pj} = δij) ²³9´-µ©¶�·-´-¸#¹#¶Nº�»`¢ �F�E�5�(��� �¬«D�+� �%�E�:�¡�Q�C�3�8���%�E�D�5�:�J�F�5���������8�5�F¼©�5���8��¨ª 0�����5�:�:�F���F�8� γ2 ¥ H ²Q½ �5���F��8£8�F�5¤:�%� ¥ �F���B�:¾`�����5�:�:�������8�(�9�%�E�5�¿�D�5�B�E�F�E�5�(�9¨W�À�5���(�#�Á�E�5�:���:�D�F�9�Á�E�8�8£8�(�3¨\���:�8£+ %�(�3�F�Â�:ÃC¾À�(�3��������5�:�:�F��� ²Ä®�%�X�F�®¤(�8�9�:��¨¿���:���(�9�:����¨ª 

M = p× γ���5�F�!���F�V�E�F�E�5�(�9�Y�8�!�Q� �ÆÅ!� �Ç���(�F�:�8�8�����%�E�5�+�������8���D�F�8Ã��+�3�:� K2 = (M , γ) = 0 ¥ �.�E�8�9�D�F���5�8���F�5���%�

H = det I
2

(M , I−1M )

(γ, Iγ)
+ U(γ).
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È|� � ���D�E�����8�%�5�����%���!���8�8���®�:���:���:��� H = h
�!�F�5�8���:���D�Y�3�8�D���:���D�.�:�5�8�À�E�F�E�5�(�9¨É�9�+�J���J�����X�Q�E����Ê

�8���5�J� � �8�F�9�

ϕ(γ)Ṁ = M × I−1M + γ × ∂
∂γ

(ϕ(γ)(U(γ)− h)) , ϕ(γ)γ̇ = M × I−1M ,

ϕ(γ) =
(γ, Iγ)

det I
.

½ �5���F�@�8£8�F�5¤:�%� ¥ ���%�X�F�C¤(�8�9�:��¨É�8���(�9�:��� dt = ϕ(γ)dτ
�8���8�8�����5�F�!���F�N�!�F�5�8���:���D�0�F�Y���F�:�:£8���

e(3)�c�8�!�3�
dM
dτ

= M × ∂H̃
∂M

+ γ × ∂H̃
∂γ

,
dγ

dτ
= γ × ∂H̃

∂M
,

H̃ = 1
2

(M , I−1M ) +
(γ, Iγ)

det I
(U(γ)− h).

Ä®���.�:�5�%� ¥ ���(�Q�E���5�5���D�Y�%�9�(�E�5� h �F�¡ %�(�3���8�©�8¨��F�����:�����©�F���.�E�8�9�D�F���5�8���F�5�F� ¥ �F�� %�(�3�F� ¥ ���5� H̃ = 0 ²Ä®�5�3�5�E���
U(x) = U(γ) ≡ 0 ¥ ���5�F�!���F���5���:£8�8�(�9¨��.���:¤:�(�F�����5�

H̃ = 1
2

(M , I−1M) +
(γ, Iγ)

det I
(U(γ)− h).

m.n+o%p(q5p�rcsut3v%wErcx�ncrcsEn�yhsuz|{NË!~
¢ �3�E�3�5�(�a¤(�8�9�:�������:���(�9�:����¨ª .�X�F�X�3�!¼©ÃC�:�:���8�!�Q�

γ = ẋ, M = ẋ× x = γ × x. �¬«8«8�
Ä®���.�:�5�%�V�E�8�H�3�8�E��� �u�(­%�

γ2 = 2h = const, (M , γ) = 0, �¬«5Ì%�
� ² � ²F� �5���5�����(�E���.�F�8�:�:���5�5�����%�5�:�8�¡���E�F�E�5�(���c�F� � �!� � �D�8�:�5�5�E�F�8���%�G�F�8�:�X�F�8�:�����GÍ�� � �:��¨Á�E�!�8���%�E�5�:��Î ²ÏC�%�9���+�c���|�8�5�8���8�Ð��¤L�!�F�5�8���:����� �¬«8«8� �F� Iγ

�C�!�����5¨��%���C�E�8�8�5���8°C�:�����
(Ix, x)(Iγ, x) = 0 ¥ ���5�F�!���F�

x =
M × Iγ

(γ, Iγ)
. �¬«�Å!�

Ñ �5���:�Q�c�F�� %�(�3�F�
(x, Ix) = det I

(M , I−1M )

(γ, Iγ)
= ζ. �¬«8Ò8�

Ó �3�(�E�Ô�F�E���5�F�8¤:�8�:�8�¡�Õ��¤:�8�(�E�5���8�Ö�E�8�8�5���8°C�:�����×�F���Ø�8�:���5�8�����8�:�Ù�����8��¤:�8�X�3�:���D�
(Aa)×(Ab) =

= (det A)A−1(a× b) ²Ä®�%�X�F�®¤(�8�9�:��¨¿�8���(�9�:��� det I
(Ix, Ix)

dt = dτ
�®���%�9�8ÃC�8¼ �¬«8� ���5�F�!�F�5�(�

γ′ = − (Iγ, γ)Ix

det I
= −I(M × Iγ)

det I�.�8�!�8���F�5�5�E�F�8���
γ′ = γ × I−1M .Ú �F���F�8�:�������.�F���

M ′ �F�9�:�(�j�!�F�5�8���:����� M ′ = γ′ × x ¥ ���(�Q�E���5�5���D�G�E¼L�Q� x ��¤ �¬«�Å!� �G�F�E���5�F�8¤:�5��5�+���3�(�E�5�8�Ç�8�:���5�8�����8�C���F�:�:£8��¨��8�!�Q�
(a×b)×(c×d) = (a, c)b×d+(b, d)a×c−(b, c)a×d−(a, d)b×c ¥�F�� %�(�3�F�

M ′ = M × I−1M − (M , I−1M)

(γ, Iγ)
γ × Iγ.
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¢ �!���:�5�%�V�E�8�8�5���8°C�:���D� �¬«8Ò8� ���5�F�!�F�5�(�a���8�5�8��¤(�+�Q�+����ÛL���!�F� �Ü�%� �®�E�8�9�D�F���5�8���F�5���%�G�8�!�Q�

HB = 1
2

(M , I−1M)− ζ

2 det I
(γ, Iγ).

Ä®������¾(� ¥ �8���:�8�!�3��� ¥ ���5�`�%�X�F�X�Q�E�5�8�����E�8�8�5���8°C�:���D� �¬«8Ò8� ���:�8£+ %�(�3�F�9�0¤(� � ���D�E�����8�%�5�5�0�:�:�À���(�F�:�8�8��!���8�8�:���
H = 0 ²m.n+o%p(q5p�rcsut3v%wErcx�ncrcsEn�yhsuz|{@Ý%~

Ä®�8�D�����(�a�5�:���:��� ¥ ���5��¤(�+�Q�+�F�JÞÇ�!�8£8�.���5�D���|��¤:�%�9�8� � �F�J�E�F�E�5�(�9�CÈ®�:�F���5�F� � �����À���:�!�8�5�8��¨ª ��8�:�F��Ê�������:���D�D ��F���!�8�F�E���5���5¨Á�����5�:�:�F���F�8� �X² Ó �5����°C�(���!�F�5�8���:���D� �¬«8� ����� U = 0
�c�8�!�3�

ẍ = − Φ
(Ix, Ix)2

Ix, �¬«5ß%�
�¡�3�

Φ ± �����5�:�:�F���aà®�%�� D�F���E������� �ÜÌ%�X² à|�E���5�F�8¤:�5� �¬«5ß%� ���5�F�!���F�Á�!�F�5�8���:���D� ¥ �8���F�E¨��%�5¼©ÃC���c�:�8�5�F¼©����¼���8�F�����F�.�.�E���F���F�E�8�!�3�
n = Ix√

(Ix, Ix)
¥ �c�8�!�3�

n̈ = −µ4Φ (In− (n, In)n)− (ṅ, ṅ)n+
2µ̇
µ ṅ,

�¡�3�
µ =

√
(n, I−1n) = (Ix, Ix)−1/2 ²Ó � � ���D�E�����8�(�À�!���8�8�:���Ç�����5�:�:�F���3�®à®�%�� D�F���E������� Φ = κ

�J���3�E�3�5�(�À¤(�8�9�:���C�8���(�9�:���
µ2 dt = dτ ¥ ������:�5�%�

ṅ = µ2n′ ²Ñ �!�8���F�5�5�E�F�8�������5�F�!���F�
n′′ = −κIn+ (κ(n, In)− (n′, n′))n.

ÏC�E�3����¤(�8�9�:�������:���(�9�:����¨ª 
γ = n ¥ M = n′ × n ¥ ���5�F�!�F�5�(�

γ′ = γ ×M , M ′ = κγ × Iγ.

¢ �F�X�3�8�%�5�5�E�F�8��� ¥ ���5�F�!���F�a�!�F�5�8���:���D��� � �8�F�9� �ÆÅ!� �Ç�E�8�9�D�F���5�8���F�5���%�

H = 1
2

(M ,M) + κ
2

(γ, Iγ),

� ² � ² ¤(�+�Q�+���YÈ®�:�F���5�F� ² Ó �5���F�E¨��%���J�3�8���5�F�����5�E�F�8��¨��.�����5�:�:�F���0�:�5�8�.�E�F�E�5�(�9¨Á�J�8�!�3�
F = (M , IM)− κ det I(γ, I−1γ)

�.�!�����5¨��%��� ¥ ���5� κ ± ���%�E�5�+�����F���Y�����5�:�:�F���3�Jà®�%�� D�F���E������� ¥ �F�� %�(�3�F� ¥ ���5� F = 0 ²¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑQÏS¿gÆ�ÃZÎ�ÃZÈUÁm¿Ý¿uÂgÎ�¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏUÁm¿ÝÂ^¼D¿^ÇDÂgÎ�À�ÉUÖ�Î�¿uÃZÈS¿uÑ��:ê��>Ã��>ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�ÄB�)ÈDÄeÌg¼SÉU¾�Ô
ÏUÁ �>ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ ÏDÄ ÂuÓ+¿gÈS¿�ÉÚ�e¼SÉUÌuÆUÉ-�öÆöÏUÉSÑ��

Kk�VB·R-BDC6Ù>EÐ��R��VPFá�P*ôFE/@3C£ócÔFPNE ýöT*õLR-P'ÔFP¨= ¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑ)ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐY�©ÈUÐ�ÏDÄ�Ê
ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏ
ÉöÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏUÁ��;ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼4Æ�ÃZÎ�ÃZÈSÃ$�;ÉSÑA¿g½-Î À�É�Ç

H = 1
2

(M , I−1M)− h
det I

(γ, Iγ), F = 1
2
M2 + h(γ, I−1γ),

����	��
ÍUÈUÉU¾I»uÑÚÆ�ÃZÏSÂgÎZÄeÏUÎ�ÁQÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃZÀ�ÉSÑA¿g½-Î�Â^¼D¿^ÇSÐ�½���ÉS¿�ÌuÏDÄu¾S¿gÏUÉUÖ

H = 0, F = f, γ2 = 1, (M , γ) = 0.
����ù3�

��ÂgÍSÃe¼SÒ�ÌuÐ�Ö>ÍUÈS¿^ÇSÁ°ÇSÐ ��ÉS¿�ÈS¿gÌuÐ
¼SÒ
ÎZÄeÎ�ÁQÏDÄB�VÃuÇSÉSÑ�ÊS¾UÎ�Ã ÍSÃ�Â^¼D¿�ÍUÈS¿uÃ��ZÈDÄeÌ�ÃZÀVÄeÏUÉUÖ

n =
I−1/2γ

(γ, I−1γ)
, K = det I3/2

(γ, Iγ)
I−1/2

(
(γ × I−1M)× γ

) ����
3�
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ÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑ ÍSÃZÎ�ÃZÆ4Ì
Ä
Ç·Äu¾UÉç��¿��SÑ�ÄeÏDÄç� ÏDÄ
e(3)

��Â�ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏSÃ�ÑìÉöÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�Ñ À�É�Ç·Ä

H̃ = 1
2
K2 + 1

2
I(n, In), F̃ =

(K, IK)

det I
− c(n, I−1n),

����ï3�
ÍUÈUÉU¾I»uÑÚÆ�ÃZÏSÂgÎZÄeÏUÎ�ÁQÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃZÀ�ÉöÍDÄeÈDÄZÑA¿gÎ�È

c
Ð
ÇDÃZÀZ¼D¿gÎ�À�ÃZÈVÖU¿gÎÝÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉUÖUÑ

n2 = 1, (K, n) = 0, F̃ = 0,

H̃ = c
2

Tr A− h, c
2

det(Tr A−A)

det A2
= f + H̃ Tr A−1.

�����B�

½lÄZÑA¿gÎ�ÉSÑÚÎZÄeÆ'��¿�ÊD¾UÎ�ÃNËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏ
H̃
ÏS¿+ÂuÃZÀ�ÍDÄ
Ç·ÄZ¿gÎ�ÍSÃ�Ó+ÃZÈSÑA¿+Â�ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�Ñ

FB(8)
� Îe�\ÆJ�

ÏUÐ � ÏSÃ Ì
ÄZÑA¿gÏUÉUÎ�Ò
I→ I−1 �^�ã�PSR-T*ÔFPåäFTVCFT�R-T*Ô6ÔLæ�×øH^�VPFá�P*ôFTì@3C£ócÔFP¨= ¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑ Ì
ÄZÑA¿gÏUÐ�ÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �'À/ÂgÉSÂgÎ�¿uÑA¿

�©ÈUÐ�ÏDÄ�ÊZÄeÏDÄ
¼DÃZËuÉU¾UÏUÐ�½ÚÆ�ÄeÏSÃZÏUÉU¾S¿uÂgÆ�Ã$�NÌ
ÄZÑA¿gÏS¿©ÉSÑLÍUÐ
¼SÒ�ÂuÃZÀ-É�Æ�Ã�ÃZÈ�ÇSÉUÏDÄeÎ
(p, q)→ (−q, p)

Ê
Æ�ÃZÎ�ÃZÈDÄeÖ
ÏS¿+ÑA¿gÏUÖU¿gÎNÀ�É�Ç·Ä3Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉ'�J�

¹�Ð�ÂgÎ�Ò;Ì
Ä
Ç·ÄeÏDÄ4ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä>ÏDÄ
e(3)

Â ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏSÃ�ÑøÉ)ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏUÁmÑQÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�ÑQÀ�É�Ç·Ä
����	��gÊ�ÇU¼SÖöÆ�ÃZÎ�ÃZÈSÃ$�4Ì
ÄZÓ�ÉUÆ�ÂgÉUÈUÐ�¿uÑ Â^¼D¿^ÇSÐ�½���ÉS¿�ÌuÏDÄu¾S¿gÏUÉUÖ>ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃZÀ

H = 0, F = f, γ2 = ζ, (M , γ) = 0.

¹�Ã�Â^¼D¿�Ì
ÄZÑA¿gÏUÁ ÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �

n = det I1/2

(γ, Iγ)
I1/2γ × I−1/2M , K = det I1/2

(γ, Iγ)
(I1/2γ × I−1/2M)× I−1/2γ.

�����3�

ûFÄeÆ'��¿¢ÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑÚÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ �©ÈUÐ�ÏDÄ�ÏDÄ
e(3)

Â�ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏUÉDÄeÏSÃ�ÑìÉöÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�Ñ

H̃ = 1
2

(K, I−1K)− 1
2

ζ

det I
(n, In), F̃ = K2 + ζ(n, I−1n)

É>Æ�ÃZÏSÂgÎZÄeÏUÎ�ÁQÍS¿gÈUÀ�Á �öÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃZÀSÊDÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼D¿gÏUÏUÁ �4ÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉUÖUÑLÉ

n2 = 2h, (K, n) = 0, H̃ = 0, F̃ = f.

Kk�VB·R-BDC6Ù>EÐ��R[÷!PUCFPNçöPhäcò�æ@Ø�E6ÔFP4E G�EFG3ø�T�R�æ ýöT*õLR-P'ÔFP¨= � ÈDÄ$��ÃZÎ�¿�� ���¨ÍUÈUÉUÀ�¿^ÇD¿gÏUÁðÇSÀVÄ
 3�8<�4���>3&�ILU Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÏUÁ � ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�Ä)ÑA¿��3ÇSÐ'Ì
Ä
Ç·Äu¾S¿��ðÃH� ÄeÈS¿Ú�+ÄeÍ�¼SÁ�ËuÉUÏDÄ � Îe�­¿��ªÂgÉSÂgÎ�¿uÑAÃ$�JÊ
ÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄe½��3¿���Æ�Äu¾S¿gÏUÉS¿�ÇSÉUÏDÄZÑLÉU¾S¿uÂgÆUÉ�ÏS¿uÂgÉSÑAÑA¿gÎ�ÈUÉU¾UÏSÃZË�Ã¢Ð�ÈDÄeÀ�ÏSÃZÀ�¿��3¿gÏUÏSÃZË�Ãv� ÄeÈDÄO��¿gÌmÍUÈSÃ�ÂgÆ�Ä
¼SÒZÔ
ÌuÁ�ÀVÄeÏUÉUÖ ÏDÄ4Í�¼DÃ�ÂgÆ�Ã�ÂgÎ�Ég�¢É'ÂgÉSÂgÎ�¿uÑAÃ$�Ä�©ÈUÐ�ÏDÄ4ÏDÄ4ÂuÓ+¿gÈS¿�� ì À�Ö�ÌuÒ!ÑA¿��3ÇSÐ �uÎ�ÉSÑLÉ'ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ�ÄZÑLÉ
ÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖU¿gÎ�ÂvÖ ÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉUÖUÑLÉî�����3�gÊ�Ð�ÂgÎZÄeÏDÄeÀZ¼SÉUÀVÄe½���ÉSÑLÉÚÂgÀ�Ö�ÌuÒ!ÑA¿��3ÇSÐ)ÍSÃZÎ�ÃZÆ�ÄZÑLÉ ÏDÄ>ÈDÄeÌg¼SÉU¾�Ô
ÏUÁ �öÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼SÒ�ÏUÁ �>ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ
Ö �>ÀNÂgÉSÂgÎ�¿uÑA¿^�©ÈUÐ�ÏDÄ��

³9´-µ©¶�·-´-¸#¹#¶�èh»�Ñ �3���|��¤é�:�5�D ®��¤:�%�9�8� � ��¤(�9�8�ª£8¨ª�|�%�E���5���8�5�F�:�Çê ² È ²�ë �X�3�8���8�8¨������:�:�L�3�8���5�8�F�E�!�8��3�F�:�E�:�����5�����kì Ì8­+íî²
ï ¥íÇ�®7Ë¿��¨�­YÊP° � °Y­�¨|ðY°Yñ

¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑÚÍSÃuÇSÈSÃ��ZÏS¿u¿+Â^¼SÐ�¾DÄ��JÊ�Æ�ÃZËvÇ·Ä Ñ�ÄeÎ�ÈUÉ Õ Ä I
Ê�Ì
Ä
Ç·Äe½�� ÄeÖ:Ð�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉS¿�ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�É¾�\�B�gÊ

ÏS¿�Ö�ÀZ¼SÖU¿gÎ�ÂvÖöÍSÃe¼DÃ�� ÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃ:ÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼D¿gÏUÏSÃ$�J�g¹�ÈUÉÚ�uÎ�Ã�ÑÚÃZ¾S¿gÀ�É�ÇSÏSÃNÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Äç���3�©ÃZÍUÉSÂgÁ�ÀVÄZ¿gÎ�Ë�¿uÃuÇD¿^Ô
ÌuÉU¾S¿uÂgÆUÉ'�>ÍSÃZÎ�ÃZÆÝÏDÄ¢ÏS¿gÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏUÁ �>ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ
Ö � ¼ ÃuÇSÏSÃZÍSÃe¼DÃ�ÂgÎ�ÏSÃ�ÑÚÉ:ÇSÀ�Ð�ÍSÃe¼DÃ�ÂgÎ�ÏSÃ�Ñ'ËuÉUÍS¿gÈI��ÃeÔ
¼DÃZÉ�Ç·ÄB�l�-�ÚÎ�Ã^��¿-À�ÈS¿uÑLÖlÊ�ÉSÂgÍSÃe¼SÒ�ÌuÐ�Ö:ÍUÈS¿uÃ��ZÈDÄeÌ�ÃZÀVÄeÏUÉUÖ �\��� ��É��\�
	���Î�¿uÃZÈS¿uÑ ��Ê���ÊVÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑ'ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ
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��¿gÌöÃ�ÂuÃ���¿gÏUÏSÃ�ÂgÎ�¿��ÚÏDÄ>ÇSÀ�Ð�ÑA¿gÈUÏSÃ$�ÚÂuÓ+¿gÈS¿
S2 � Îe�­¿��LÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏSÃ$�ÚÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�Ég�^��ûFÄeÆUÉSÑøÃ��ZÈDÄeÌ�Ã�Ñ�Ê

ÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉUÖç�\��� �gÊ'�\�
	���ÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖ�½-Î ��"(' ; �!��/.�-�������!ò���ó ÉSÂ/�VÃuÇSÏSÃ$��ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁ+�3¹�ÈUÉ@�uÎ�Ã�Ñ;ÍSÃZÀ�¿gÈ3��Ô
ÏSÃ�ÂgÎ�Ò �\�B�^� Î�ÃZ¾UÏS¿u¿�Êl¿4»�ÂgÀ�Ö�ÌuÏUÁ��/ÆUÐ�ÂuÃZÆg�mÍS¿gÈS¿��VÃuÇSÉUÎöÀÝÃZËuÈDÄeÏUÉU¾S¿gÏUÏUÐ�½�Ã��e¼·ÄZÂgÎ�Ò

D
ÏDÄ

S2 ÊDËuÈDÄeÏUÉ Õ ÄÆ�ÃZÎ�ÃZÈSÃ$�ðÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�¿gÎ���¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�Ð
Ç·Ä
¼,»gÏUÏUÁmÑ Î�ÃZ¾UÆ�ÄZÑ ÉSÂ/�VÃuÇSÏSÃ$�ðÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�ÉJ�"û°ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉ
ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁ ���3�gÊUÐ*�VÃuÇSÖ-��ÉS¿�ÏDÄ@��¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�ÂgÎ�ÒSÊ·ÍUÈS¿uÃ��ZÈDÄeÌuÐ�½-Î�ÂvÖ4À Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉJÊDÆ�ÄZÂ�Äe½���ÉS¿uÂvÖ4ËuÈDÄeÏUÉ�Ô
Õ Á D

Ê¨ÍUÈUÉ �uÎ�Ã�ÑãÃZÏUÉ)Ì
Ä:Æ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�¿�À�ÈS¿uÑLÖ/ÇDÃ�ÂgÎ�ÉUËgÄe½-Î4ËuÈDÄeÏUÉ Õ Á É)À�ÃZÌuÀ�ÈDÄ�� Äe½-Î�ÂvÖ)À>Ã��e¼·ÄZÂgÎ�Ò D �û�ÃÝ¿uÂgÎ�Ò:À\�uÎ�Ã�ÑìÂ^¼SÐ�¾DÄZ¿3¿uÂgÎ�¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏUÁmÑ Ã��ZÈDÄeÌ�Ã�ÑðÂgÎ�ÈSÃZÉUÎ�ÂvÖ/ÃZÎ�Ã��ZÈDÄ���¿gÏUÉS¿3ÈDÄZÂuÂu¿gÖ�ÏUÉUÖÄ� ÂuÑ��·ÏDÄeÍUÈUÉ�Ô
ÑA¿gÈJÊ � 	�� �^ÊFÂuÃZÍSÃ�ÂgÎZÄeÀZ¼SÖ�½��3¿u¿ÝÀ�ÂvÖ�Æ�Ã$�'Ð*�VÃuÇSÖ-�3¿��'ÏDÄç��¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�ÂgÎ�Ò!Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉî� Ë�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆ�Ã$�g�
ÏS¿gÆ�ÃZÎ�ÃZÈUÐ�½_ô
À$�VÃuÇSÖ-��Ð�½�õNÎ�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉU½3�

¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑðÍSÃuÇSÈSÃ��ZÏS¿u¿�Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉU½�ÏDÄNÃ�ÂgÏSÃZÀ�¿¢ËgÄuÐ�ÂuÂuÃZÀ�Ã$�/ÍUÈSÃ�¿gÆ Õ ÉUÉ_�\�
	��v� ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈ�Ô
Ó�ÉUÌ�Ñ ��ÏI»gÈUÈS¿gÈDÄ3���³�����q�

ö =%&�" ; "(4�"%��/.&�"%bÉ1:� ; ,� #A%"(4�"%��= S �°¿gÌöÃZËuÈDÄeÏUÉU¾S¿gÏUÉUÖÚÃ��$��ÏSÃ�ÂgÎ�ÉÚÑAÃ�� ÏSÃ!ÍSÃe¼DÃ�� ÉUÎ�Ò I1, I2 > 0
Ê

I3 < 0
ÊUÍUÈUÉ4ËgÄuÐ�ÂuÃZÀ�Ã�ÑìÃZÎ�Ã��ZÈDÄ���¿gÏUÉUÉ!ÃuÇSÏSÃZÍSÃe¼DÃ�ÂgÎ�ÏSÃ$�/ËuÉUÍS¿gÈI��Ãe¼DÃZÉ�Ç/ÍS¿gÈS¿��VÃuÇSÉUÎÝÀNÏS¿uÃuÇSÏSÃ�ÂgÀ�Ö�ÌuÏUÐ�½

Ã��e¼·ÄZÂgÎ�ÒSÊDÃZÍSÃ�ÖUÂgÁ�ÀVÄe½���Ð�½øÂuÓ+¿gÈUÐ�� ÂuÑ��UÈUÉSÂ��l��� �
x

3

x
1

n

1

0.5

0

-0.5

-1
-1 -0.5 0 0.5 1

1
0

n
3

n
1

n
2

�é�F� ²��8² ¢  %�(���5�5�����(�E�!�8�®��¤:�8£8�F�����:�����Ç�E�+�%�:�E�8�8�8�J�����8�:�������Y�F���.�(�3���8���5�F�%�E�5���8�:�C�:�����:��£8�5�F�8�!�Q�
�+¼SÖ =!$%) ; "(4�"%��/.&�"!1:"J1:� ; ,� #A%"(4�"%��=%� ÊB��¿gÌ�ÃZËuÈDÄeÏUÉU¾S¿gÏUÉUÖNÃ��$��ÏSÃ�ÂgÎ�ÉNÑAÃ�� ÏSÃ�ÍSÃe¼·ÄeËgÄeÎ�Ò I1, I2 < 0

Ê
I3 > 0

Ê�ÍUÈUÉº�uÎ�Ã�Ñ Æ�Ä��3Ç·ÄeÖ ÍSÃe¼DÃ�ÂgÎ�Ò;ÍS¿gÈS¿��VÃuÇSÉUÎ/À;ÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�½���Ð�½ Ã��e¼·ÄZÂgÎ�Ò;À3�e¼SÉUÌuÉ ÍSÃe¼S½�ÂuÃZÀ
ÂuÓ+¿gÈUÁ�� ÂuÑ���ÈUÉSÂ��D�3�^�

1

0.5

0

-0.5

-1
-1 -0.5 0 0.5 1

1
0

n
3

n
1

n
2

x
3

x
1

n

�é�F� ²Q«D² ¢  %�(���5�5�����(�E�!�8�Ç��¤:�8£8�F�����:�����®�E�+�%�:�E�8�8�8�J�����8�:�������Y�F�����3�8�!���5�F�%�E�5���8�:���:�����:��£8�5�F�8�!�Q�
¹�ÈUÉ ÃZÎ�Ã��ZÈDÄ���¿gÏUÉUÉÂl�ÄuÐ�ÂuÂ�Ä�Ê�Æ�ÄeÆ ÑLÁêÀ�É�ÇSÉSÑ�Ê���¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�Ð
Ç·Ä
¼,»gÏUÏUÁm¿öÎ�ÃZ¾UÆUÉ ËuÉUÍS¿gÈI��Ãe¼DÃZÉ�Ç·Ä

ÍS¿gÈS¿��VÃuÇSÖ�Î�ÀNËuÈDÄeÏUÉ Õ ÐöÃ��e¼·ÄZÂgÎ�ÉJÊDÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖU¿uÑAÃ$�;ÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉS¿uÑ

(γ, I−1γ) = 0.
�����3�

�ðÂuÃ�ÃZÎ�ÏSÃ$�3¿gÏUÉS¿\�\���3�©ÍSÃuÇDÂgÎZÄeÀ�ÉSÑ À�Á�ÈDÄ���¿gÏUÉS¿
M = γ′ × γ É>ÍUÈS¿^ÇDÂgÎZÄeÀ�ÉSÑ ¿gË�Ã À�Ó+ÃZÈSÑA¿

det I
(
(γ ′, I−1γ′)(γ, I−1γ)− (γ ′, I−1γ)2 − κ(γ, I−1γ)

)
= 0,
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n
3

n
1

n
2

�é�F� ²DÌ�²8÷ �5�F�5���5�:����¨����8�!�Y�5�F�5�:���5�8�����Y�������!�%�9�F�5���5� � ���D�5�������3�8�!���5�F�%�E�5���8�:�|�:�����:��£8�5�F�8�!�Q� � I1 = −5 ¥
I2 = −1 ¥ I3 = 3

2
¥ κ = 1 �

ÃZÎ�ÆUÐ
Ç·Ä3ÖUÂgÏSÃUÊU¾UÎ�Ã ÏDÄ�ËuÈDÄeÏUÉ Õ ¿¢Ã��e¼·ÄZÂgÎ�É¾�����3�

(γ ′, I−1γ) = 0,
Îe�­¿��AÎ�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÖÚÆ�ÄZÂ�ÄZ¿gÎ�ÂvÖÚËuÈDÄeÏUÉ Õ Á+����¿uÂ^¼DÃ�� ÏSÃ)ÍSÃZÆ�ÄeÌ
ÄeÎ�ÒSÊ©ÄeÏDÄ
¼SÉUÌuÉUÈUÐ�ÖÚÀ�Î�ÃZÈUÐ�½ ÍUÈSÃZÉUÌuÀ�ÃuÇSÏUÐ�½
Ó�Ð�ÏUÆ Õ ÉUÉð�����3�^Ê�¾UÎ�Ã>ÍSÃ�Â^¼D¿�Æ�ÄZÂ�ÄeÏUÉUÖ ËuÈDÄeÏUÉ Õ Á�Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÖ À�ÃZÌuÀ�ÈDÄ�� ÄZ¿gÎ�ÂvÖ À4ÉSÂ/�VÃuÇSÏUÐ�½ Ã��e¼·ÄZÂgÎ�ÒS�
ûFÄeÆUÉSÑ�Ã��ZÈDÄeÌ�Ã�Ñ�Ê�ÉUÌ�Ã�ÑAÃZÈSÓ�ÉUÌ�Ñ���ÏI»gÈUÈS¿gÈDÄ!À�Â^¼SÐ�¾DÄZ¿>ÏS¿gÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏUÁ � ÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ�¿��ðÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖU¿gÎ
¿uÂgÎ�¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏUÐ�½Â�VÃZÈSÃ$��Ð�½QÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉU½3�

³9´-µ©¶�·-´-¸#¹#¶�øh» Ä®�%�E�5�Y�F�Y�:�F�5������� �ÜÌ8Ì%� Y = (γ, I−1γ) = 0
�
Y ′ = (γ ′, I−1γ) = 0 ¥ �5�8�¡�Q���%�X�F�X�FÊ�E�5�8���c�8���5�8�:�8�F���F�8���%�E�5�

γ ′ ⊥ γ � γ′ ⊥ I−1γ
�9�+�J���Y�8¨�£8�F�5�5�

γ ′ = αγ × I−1γ
�0�F���7���8�5�8�D�Y�E�F�E�5�(�9¨

È®�:�F���5�F���F�� %�(�3�F�
Y ′′ = − α2

det I
− κ.

ûFÄeÆUÉSÑ Ã��ZÈDÄeÌ�Ã�Ñ�Ê�ÇU¼SÖÚË�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆUÉ-�ðÍSÃZÎ�ÃZÆ�ÃZÀ ÏDÄ)ÏS¿gÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏUÁ �ìÆUÀVÄ
ÇSÈUÉUÆ�ÄB�ðÂgÐ �3¿uÂgÎ�À�Ð�¿gÎ
Ð
ÇDÃ��ZÏDÄeÖðÉ ¿uÂgÎ�¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏDÄeÖ Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉUÖl�ú�°ÃZÌuÏUÉUÆ�ÄZ¿gÎì¿uÂgÎ�¿uÂgÎ�À�¿gÏUÏUÁ��ãÀ�ÃZÍUÈSÃ�Â!Ã À�ÃZÌ�ÑAÃ�� ÏSÃeÔÂgÎ�É'ÍSÃuÇDÃ��ZÏSÃ$� ��"(' ; �!��/.�-�������!ò����É=�43i�&-,+��&�/0,�12 #�! #)F,H'JILU¿������/0,H' � ÎZÄeÆUÉ-� Æ�ÄeÆ'Ë�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆUÉS¿
ÍSÃZÎ�ÃZÆUÉ>ÏDÄ�ÏS¿gÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏUÁ �öÍSÃZÀ�¿gÈ3��ÏSÃ�ÂgÎ
Ö �lÊDÃZÎ�¼SÉU¾UÏUÁ �>ÃZÎ ÆUÀVÄ
ÇSÈUÉUÆJÊU¾DÄZÂgÎ�É Õ Ä�À ÍSÃe¼D¿�Ð-�ZÁ�ÀVÄe½��3¿gË�ÃÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼·Ä�Ê�ÏDÄ-Í�¼DÃ�ÂgÆ�Ã�ÂgÎ�ÉJÊ�É Îe�\ÍJ� �L��ÂgÏSÃUÊ�¾UÎ�ÃUÊ�ÍSÃ�ÆUÈDÄ��UÏS¿���ÑA¿gÈS¿�Â°Î�ÃZ¾UÆUÉNÌuÈS¿gÏUÉUÖ ¾UÉSÂ^¼D¿gÏUÏSÃZË�Ã�ÉSÂ^ÔÂ^¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÏUÉUÖ3ÍSÃuÇDÃ��ZÏUÁ � ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�ÊZÎZÄeÆ�ÄeÖ�Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉUÖ�ÃZÆ�ÄeÌ
Ä
¼·ÄZÂgÒv�ZÁ'¾UÈS¿gÌuÀ�Á�¾DÄ��UÏSÃ�ÍSÃe¼D¿gÌuÏSÃ$�JÊÎe�\ÆJ�lÍSÃZÌuÀ�Ãe¼SÉ�¼·Ä �ZÁ À�ÑA¿uÂgÎ�ÃöÃZÎ�Ã��ZÈDÄ���¿gÏUÉUÖ)ÈDÄZÂuÂu¿gÖ�ÏUÉUÖ_� 	B�ú� Æ�ÃZÎ�ÃZÈSÃ�¿ ÇDÃ�ÂgÎZÄeÎ�ÃZ¾UÏSÂuÃ4Â^¼DÃ�� ÏSÃ>ÈS¿�Ä
¼SÉ�Ô
Ì�ÃZÀVÄeÎ�Ò:Â�ÏS¿uÃ��4�VÃuÇSÉSÑAÃ$�;Î�ÃZ¾UÏSÃ�ÂgÎ�Ò�½v�°ÉSÂgÍSÃe¼SÒ�Ì�ÃZÀVÄeÎ�ÒE�VÃZÈSÃ$�3Ã ÉUÌuÐ�¾S¿gÏUÏSÃ�¿¢ÃZÎ�Ã��ZÈDÄ���¿gÏUÉS¿Y¹�ÐVÄeÏUÆ�ÄeÈS¿��

�ðÃ��$�3¿uÑ Â^¼SÐ�¾DÄZ¿�ÍUÈSÃZÉUÌuÀ�Ãe¼SÒ�ÏSÃ$�>ÇSÀ�Ð�ÂgÎ�¿gÍS¿gÏUÏSÃ$�4ËgÄZÑLÉ�¼SÒ
Î�ÃZÏSÃZÀ�Ã$�!ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁãÏDÄ�ÏS¿gÆ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏSÃ�Ñ
ÑLÏSÃZË�Ã�Ã��ZÈDÄeÌuÉUÉ>ÑAÃ�� ÏSÃ¢ÈDÄZÂuÂuÑ�ÄeÎ�ÈUÉUÀVÄeÎ�Ò Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉU½çÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁìÏDÄ+ÏS¿gÆ�ÃZÎ�ÃZÈSÃ�Ñ Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÏSÃ�ÑÇSÀ�Ð�ÑA¿gÈUÏSÃ�Ñ ÑLÏSÃZË�Ã�Ã��ZÈDÄeÌuÉUÉ

D
Â�ÆUÈDÄZ¿uÑ��

û°ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉ ÏDÄ
D
ÊªÇDÃ�ÂgÎ�ÉUËgÄe½���ÉS¿)ËuÈDÄeÏUÉ Õ Á ∂D

Ê�ÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�½-ÎÚÎ�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÖUÑêÉSÂ/�VÃuÇSÏSÃ$�
ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁ+ÊUÐ*�VÃuÇSÖ-��ÉSÑ'ÏDÄY��¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�ÂgÎ�ÒSÊDÉÝÀ�Âg½°ÇSÐ�À3�e¼SÉUÌuÉ

∂D
Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�É Õ ÉUÈSÃZÀVÄeÏUÏDÄeÖ4ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�ÄÏS¿ÝÉSÑA¿u¿gÎ!Ã�ÂuÃ���¿gÏUÏSÃ�ÂgÎ�¿��Â� ¿uÂ^¼SÉ'ÉSÂ/�VÃuÇSÏDÄeÖ ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä;ÏS¿:ÉSÑA¿^¼·Ä/Ã�ÂuÃ���¿gÏUÏSÃ�ÂgÎ�¿��ÚÏDÄ���¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�ÂgÎ�Ég�^�

û�¿uÑÚÏS¿�ÑA¿gÏS¿u¿�ÊUÍSÃeÔ�À�É�ÇSÉSÑAÃ�ÑLÐ�Ê
,+�X4��ù������/0,H'J�\&-,Â=%" ; )������D,+/ú=%" ; "(4�&���/0,H4�M�&�"!1:"å�!&��54���/.��>Q,+����"!1:"\��&�/0,�12 3�54�� R /."\��"%&�d��/C #)���/.�-$%&��5iN��"(' ; �!��/.�-�������!ò��3iV&-,�$%"5<�'J"8û^&�� S
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n
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n
2

�é�F� ²�ÅF²D÷ �5�F�5���5�:����¨��.�8�!�0�5�F�5�:���5�8�����������.�!�%�9�F�5���5� � ���D�5�������(�3���8���5�F�%�E�5���8�:�C�:�����:��£8�5�F�8�!�Q� � I1 = 5 ¥
I2 = 1 ¥ I3 = −3

2
¥ κ = 1 �

³9´-µ©¶�·-´-¸#¹#¶�ü-»Y¢ �F�X�3�8�:���F�9�:�5���8�8�!�3� ¥ ���5�C�8�8�E�!�8�E�5�8���Ç�5�F���F���5�����(�E�!�8�:�������5�:�:�F���3�����©�����8�5���8�8���EÊ�������E�!ÃC�(�E�5�8�8�%�5����¼Á£8�(�E�!�8���:�������H�3�+�3�!�8�:�C�����5�:�:�F���3�.ì �+íî²³9´-µ©¶�·-´-¸#¹#¶Nýh» §
�E�F�E�5�(���� 7£8�5�F�:�J���(�j�C�3�8�D�#�G�E�5�:���:�D�F�9�a�E�8�8£8�(�3¨j�F���G���:°C�:���D�k¤(�+�Q�+���7�!�%�#Ê
�F�5���5� � ���D�5����� ¥ �8�!�3�F�9� ¥ ���:�8£+ %�(�3�F�9�Ç�5���:£8�8�%�5�5�|�F���F�������ª %�8�(�c£8¨N�(�3���8�:�©�3�8���5�F�����5�E�F�8���8�:�®�����5�:�:�F���3� ²Ñ £8Ã����������8���X�3�!�F�c�!�%�9�F�5���5� � ���D�5�����Y�F���0�E�F�E�5�(�N���5�5�:���F���F�8��¨ª ��5�8���:� ¥ �3�8�D�J�!ÃC�D !�¡��� Rn �F��� � �:���
SN−1 �F�5¤:�F�5£8�8���5�F���c�F�5£8�8�5�cì «D�Xí��¿��SÂgÎ�À�ÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃUÊ�ÇU¼SÖ�Æ�ÃZÏSÂgÎ�ÈUÐ�ÆUÎ�ÉUÀ�ÏSÃ$��Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉUÉ3Î�ÈS¿4�ZÐ�¿gÎ�ÂvÖlÊ�¾UÎ�Ã��ZÁ�À�Âu¿AÌ
ÄZÑA¿gÏUÁ)ÍS¿^ÔÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �/É/À�ÈS¿uÑA¿gÏUÉ)ÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼SÖ�¼SÉSÂgÒ;ÄeÏDÄ
¼SÉUÎ�ÉU¾S¿uÂgÆUÉSÑLÉ Ó�Ð�ÏUÆ Õ ÉUÖUÑLÉJ����ÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏSÃÝÎZÄeÆ'��¿�Êl¾UÎ�Ã�ÇU¼SÖÈDÄZÂuÂu¿gÉUÀVÄe½���É-�VÂvÖ�Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉ'�:ÉSÂ/�VÃuÇSÏSÃ$�ÝÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁOô
ÉSÑLÍUÐ
¼SÒ�ÂgÁ ÏDÄ���¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�ÂgÎ�É�õ

P∞i (x0, p0) =
= Pi(x0, p0, t)

∣∣
t→∞

�
i = 1, 2

Ê
x0
Ê
p0 ¼ ÏDÄu¾DÄ
¼SÒ�ÏUÁm¿�Ð�Â^¼DÃZÀ�ÉUÖ,�©Ö�ÀZ¼SÖ�½-Î�ÂvÖÝÍS¿gÈUÀ�ÁmÑLÉ>ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼·ÄZÑLÉJ�

�ÚÎ�Ã^��¿%À�ÈS¿uÑLÖ�ÇU¼SÖ�Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�É Õ ÉUÈSÃZÀVÄeÏUÏSÃ$�4ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁ ÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�½���ÉS¿-Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉÝÇDÃ�ÂgÎ�ÉUËgÄ
Ô½-Î%ËuÈDÄeÏUÉ Õ Á�Ì
Ä�Æ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�¿©À�ÈS¿uÑLÖ T (x0, p0)
Ê�Æ�ÃZÎ�ÃZÈSÃ�¿�ÇU¼SÖ+ÏS¿uÃ�ÂuÃ��ZÁ �+Î�ÃZ¾S¿gÆ�ÎZÄeÆ'��¿ªÖ�ÀZ¼SÖU¿gÎ�ÂvÖ3ÄeÏDÄ
¼SÉ�Ô

Î�ÉU¾S¿uÂgÆ�Ã$�4Ó�Ð�ÏUÆ Õ ÉS¿��J� ì ¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃUÊUÇDÃe¼I��¿gÏ4ÂgÐ �3¿uÂgÎ�À�ÃZÀVÄeÎ�Òç� ÍSÃ3ÆUÈDÄ��UÏS¿��>ÑA¿gÈS¿�À3�e¼SÉUÌuÉ>ËuÈDÄeÏUÉ�Ô
Õ Á���ÍSÃe¼SÏUÁ��NÏDÄ$��ÃZÈ ÍS¿gÈUÀ�Á �NÄeÏDÄ
¼SÉUÎ�ÉU¾S¿uÂgÆUÉ-� ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃZÀ P∞i (x0, p0) = P̃i(x0, p0, T (x0, p0))

ÊZËvÇD¿
P̃i ¼ ÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�½���ÉS¿4Ó�Ð�ÏUÆ Õ ÉUÉJÊLÀ�Á�ÈDÄ���¿gÏUÏUÁm¿4¾S¿gÈS¿gÌ>ÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁm¿>Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�É Õ ÉUÈSÃZÀVÄeÏUÏSÃ$�ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÁ+ÊV¾UÎ�ÃUÊ�Æ�ÄeÆ�ÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�ÏSÃUÊ�ÏS¿gÀ�ÃZÌ�ÑAÃ�� ÏSÃUÊ�¿uÂ^¼SÉNÉSÂ/�VÃuÇSÏDÄeÖ:ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ�Ä�ÏS¿�Ö�ÀZ¼SÖU¿gÎ�ÂvÖNÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑAÃ$�
� Â¢ÄeÏDÄ
¼SÉUÎ�ÉU¾S¿uÂgÆUÉSÑLÉ;ÍS¿gÈUÀ�ÁmÑLÉ>ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼·ÄZÑLÉg�^�

¢LÄZÂuÂuÑAÃZÎ�ÈUÉSÑ À Æ�Äu¾S¿uÂgÎ�À�¿/ÍUÈUÉSÑA¿gÈDÄ)ÇSÀ�É'��¿gÏUÉS¿/¾DÄZÂgÎ�É Õ Á ÏDÄ)ËuÉUÍS¿gÈI��Ãe¼DÃZÉ�ÇD¿/À Õ ¿gÏUÎ�ÈDÄ
¼SÒ�ÏSÃ�Ñ
ÍSÃe¼D¿¢À�É�Ç·Ä

U(x) = 1
2
α
|x|2

�,¹�ÃuÇDÃ��ZÏUÁm¿�ÍSÃZÎ�¿gÏ Õ ÉDÄ
¼SÁçÀ�ÃZÌuÏUÉUÆ�Äe½-Î:À�Î�¿uÃZÈUÉUÉ4ÇSÀ�É'��¿gÏUÉUÖ�� É�ÇSÆUÉ-�4Â�Ä
Ô
ÑAÃZËuÈDÄeÀ�ÉUÎ�ÉUÈUÐ�½���É-�3Ñ�ÄZÂuÂ��³����É�Ì
Ä
Ç·Äu¾DÄB��ÃmÇSÉUÏDÄZÑLÉUÆ�¿°ÑLÏSÃZË�ÃZ¾DÄZÂgÎ�ÉU¾UÏUÁ � ÂgÉSÂgÎ�¿uÑ¾� �����q�B¹�Ã�Â^¼D¿©Ì
ÄZÑA¿gÏUÁ
ÍS¿gÈS¿uÑA¿gÏUÏUÁ �>ÉöÀ�ÈS¿uÑA¿gÏUÉ4À�É�Ç·Ä

γ = 1√
(Ix, Ix)

Ix, dt = (Ix, Ix)dτ,

ÍSÃe¼SÐ�¾UÉSÑÚÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐÝÐ�ÈDÄeÀ�ÏS¿gÏUÉ'�4ÀNÓ+ÃZÈSÑA¿

γ ′ = v, v′ = −(v, v)γ −
(

αµ2

|I−1γ|4
+ Φ

)
(Iγ − (Iγ, γ)γ),

ËvÇD¿
µ2 = (Ix, Ix)−1 = (γ, I−1γ)

Ê
Φ = (v, I−1v)− (v, I−1γ)2

µ2

�
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~�Ü�x��^xBy Ý�zgÜ$�^Þ§ß4�Bx à$��Ü�z�á,�B{Bâ-z�ã�ä�x3å\x3â-x3|Úæ��çâ-|*�-à4ygz�â-�*ã m3i è

¹�ÈUÉ
α = 0

Ê
Φ = κ = const ¼ Ö�ÀZ¼SÖU¿gÎ�ÂvÖ�ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�ÑÂ��Ã�ÄB��ÉSÑAÂgÎZÄ
¼SÖ ���3�^ÊJÉ ÑLÁ�ÍSÃe¼SÐ�¾DÄZ¿uÑ

ÂgÉSÂgÎ�¿uÑLÐ¾��¿��SÑ�ÄeÏDÄ��L¹�ÈUÉ
α 6= 0 Φ

ÏS¿�Ö�ÀZ¼SÖU¿gÎ�ÂvÖ'ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼DÃ�ÑçÉ ÍUÈUÉ ÇDÃ�ÂgÎ�É'��¿gÏUÉUÉÚËuÈDÄeÏUÉ Õ ÁêÆ�ÄeÆ
µ2 → 0

Ê�ÎZÄeÆ'É
(v, I−1γ) → 0

ÊFÂ^¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃ/ÍSÃe¼SÏSÃ$�'ÈS¿gËuÐ
¼SÖ�ÈUÉUÌ
Ä Õ ÉUÉ'ÏS¿�ÍUÈSÃZÉSÂ/�VÃuÇSÉUÎ!É À�ÑA¿^ÔÂgÎ�Ã4ÇDÃe¼SËuÉ-��À�Á�¾UÉSÂ^¼D¿gÏUÉ'� ÍUÈUÉ'ÂgÎ�ÈS¿uÑF¼D¿gÏUÉUÉ Î�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉ Æ���¿uÂgÆ�ÃZÏS¿g¾UÏSÃ�ÂgÎ�ÉJÊAÌgÇD¿uÂgÒ/ÑLÁ ÍSÃe¼SÐ�¾DÄZ¿uÑ
ÏS¿uÃZÍUÈS¿^ÇD¿^¼,»gÏUÏSÃ�ÂgÎ�ÒSÊ·Æ�ÃZÎ�ÃZÈDÄeÖ4Â�À�Á�¾UÉSÂ^¼SÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃ$�;Î�ÃZ¾UÆUÉ>ÌuÈS¿gÏUÉUÖöÎZÄeÆ'��¿¢Â^¼DÃ�� ÏSÃNÀ�Á�¾UÉSÂ^¼SÖU¿uÑ�Ä��

� Ì
ÄeÆ�¼S½-¾S¿gÏUÉS¿3ÃZÎ�ÑA¿gÎ�ÉSÑ�Ê·¾UÎ�ÃNÇ·ÄeÏUÏDÄeÖ4ÈDÄ$��ÃZÎZÄ�À�ÃZÌuÏUÉUÆ�¼·Ä�ÍUÈUÉ;ÉUÌuÐ�¾S¿gÏUÉUÉ;ÍUÈSÃ��e¼D¿uÑLÁ ¢AÉSÑ�ÄeÏDÄ�Ê
ÂgÀ�Ö�Ì
ÄeÏUÏSÃ$�/Â�ÇSÉUÏDÄZÑLÉUÆ�Ã$�;ÍUÐ
¼SÒ�ÂgÉUÈUÐ�½��3¿gË�ÃE� É�ÇSÆ�ÃZË�Ã\�g¼U¼SÉUÍSÂuÃZÉ�Ç·Ä��g¹�ÈUÉ;ÃZÎ�ÂgÐ�Î�ÂgÎ�À�ÉUÉ;ÍUÈUÉUÎ
Ö-��¿gÏUÉUÖ
Ì
Ä
Ç·Äu¾DÄ3ÂgÀ�ÃuÇSÉUÎ�ÂvÖÝÆöÄeÏDÄ
¼SÉUÌuÐ�Ë�¿uÃuÇD¿gÌuÉU¾S¿uÂgÆ�ÃZË�ÃNÍSÃZÎ�ÃZÆ�Ä¢ÏDÄ¢ÆUÐ-�ZÉUÆ�¿

xyz = const
À3Î�ÈS¿��UÑA¿gÈUÏSÃ�Ñ ÍUÈSÃeÔ

ÂgÎ�ÈDÄeÏSÂgÎ�À�¿
R3 = {xyz} �¶¹�ÃZ¾UÎ�É À�Âu¿NÎ�ÈDÄZ¿gÆUÎ�ÃZÈUÉUÉ'ÏDÄ>ÆUÐ-�ZÉUÆ�¿�Ö�ÀZ¼SÖ�½-Î�ÂvÖ�ÏS¿uÃZËuÈDÄeÏUÉU¾S¿gÏUÏUÁmÑLÉJÊL¾UÎ�ÃÍUÈS¿gÍUÖ�Î�ÂgÎ�À�Ð�¿gÎ�À�ÃZÌ�ÑAÃ�� ÏSÃ�ÂgÎ�É�ÄeÏDÄ
¼SÉUÌ
Ä%ÉUÏUÎ�¿gËuÈUÉUÈUÐ�¿uÑAÃ�ÂgÎ�É�ÑA¿gÎ�ÃuÇDÃ�Ñ/Âu¿g¾S¿gÏUÉ'�@¹�ÐVÄeÏUÆ�ÄeÈS¿����4Á ÎZÄeÆ'��¿

ÏS¿3ÂuÑAÃZËv¼SÉ!ÍUÈSÃZÉUÌuÀ�¿uÂgÎ�É�ÂuÃ�ÃZÎ�À�¿gÎ�ÂgÎ�À�Ð�½���Ð�½�Æ�Ã�ÑLÍDÄeÆUÎ�ÉSÓ�ÉUÆ�Ä Õ ÉU½3�c¹�Ã:ÏDÄ��3¿��/ËuÉUÍSÃZÎ�¿gÌ�¿��uÎ�ÃÝÂgÀ�Ö�Ì
Ä
Ô
ÏSÃ�Â-ÃZÎ�ÂgÐ�Î�ÂgÎ�À�ÉS¿uÑ�ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃZË�ÃNÄeÏDÄ
¼SÉUÎ�ÉU¾S¿uÂgÆ�ÃZË�Ã ÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼·Ä�� ÃZÎ�ÂgÐ�Î�ÂgÎ�À�ÉS¿%ÇDÃZÍSÃe¼SÏUÉUÎ�¿^¼SÒ�ÏSÃZË�Ã
ÑA¿gÈSÃ�Ó+ÃZÈSÑLÏSÃZË�ÃNÉUÏUÎ�¿gËuÈDÄ
¼·ÄE�ZÁ°¼DÃ3ÏS¿^Ç·ÄeÀ�ÏSÃ ÇDÃZÆ�ÄeÌ
ÄeÏSÃ ì � éN��½·ÉUËv¼SÉUÏUÁmÑ ÉöÀ�ÂgÆ�ÃZÈS¿^�ZÐ
ÇD¿gÎNÃZÍUÐ-�e¼SÉUÆ�ÃeÔ
ÀVÄeÏSÃÚ� ����� �^�

ü%À�Î�ÃZÈUÁ)À�Á�ÈDÄ��3Äe½-Î��e¼·ÄeË�ÃuÇ·ÄeÈUÏSÃ�ÂgÎ�Ò-Ì
Ä°ÍSÃe¼D¿gÌuÏUÁm¿LÇSÉSÂgÆUÐ�ÂuÂgÉUÉ¢É Õ ¿gÏUÏUÁm¿AÌ
ÄZÑA¿g¾DÄeÏUÉUÖ^ü��/���4�°Ãe¼UÔÂgÉUÏSÃZÀ�Ð�Ê ü��/¹ �"�°¿uÂu¿^¼DÃZÀ�Ð�ÊÇþ �/� �|ÿ�¿^ÇDÃZÈSÃZÀ�Ð�� ��ÂuÂ^¼D¿^ÇDÃZÀVÄeÏUÉUÖðÀ�Á�ÍSÃe¼SÏS¿gÏUÁ ÍUÈUÉðÓ�ÉUÏDÄeÏSÂuÃZÀ�Ã$�ðÍSÃuÇUÔ
ÇD¿gÈ*� Æ�¿7¢Çÿ0ÿY� � Æ�ÃuÇNÍUÈSÃ�¿gÆUÎZÄ�ï�

Ô�ï��^Ô�ï�ï�	Z
��^ÔoÄ3�^�3¢LÄ$��ÃZÎZÄ�� � ì �/�/ÄZÑ�ÄZ¿gÀVÄ-À�Á�ÍSÃe¼SÏS¿gÏDÄ-À-ÈDÄZÑLÆ�ÄB�3ËuÈDÄeÏ�Ô
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