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MENPORQKSUTUTUOVN$W�XVQKSZY�N�[9\]X_^RSU\]X_^V`aW�`�`�`Pb�QKOVNP\]X_^V`aW�`$cdO_eRNPSU\�SfbPbaO_g�hIi�\]XjbP`a^VX_N�baO_glkmW�XnY�SU\o`P`�p

qEO_eROVTf`ar_`aNPTUW�`Pg�s�`PtP`�Xjt�pui_t�vPwxX_^Vi�^V`Pb�Xzyu{VpPqEO_eROVTf`ar_`aNPTUW|pa}�OVTUTf`a~Ipa�V�V�V�V�_�
�f�����_� �����a�_� �������u�a�K�P�P�f� v ���

�����P�R�P�Z a�¢¡R£�¤P �¥_¦Z§�¤�¨�©R©_ª¢«U¬
w4YaeVi�\�SUN�baO_g¢`�^RNPSf­�\�SUN�baO_g�®aOVTU^VXjbaO_eRW�Xj­¢NaX_TUTU\�OV^RNPSfb�X°¯nXnYIXU±�X°O²W³O_bPeRSUW�´P`P`�eR~�¯UW³O_g�`¢baSUTZµ°`a\]X_SU\�O_g$µ°`�Y �W³OVTU^V`�\�SUµ�Yai�YaeVi�\�~�¶nOVN�`a¯UO_ba^VXjtP·VbP[¸\o`�p�TfeROVrVOUYabP[¸\o`�OV^¢W�X_TnX_^RSftP·VbP[¹­�b�Xj®aN³~�µ�SfbP`Pgl`a¯UOV^RSUNP\o`P±aSUTUW�`a\o`l®PtaOVTUW³O �TU^_~�\o`�®aN�`�®aOUY�O_¶nNPSfeRSdTfbP`a¯fiuvnMEO_tPi³±aSfbaO�pn±a^RO¹eK^RNPSf­�\�SUN�baO_g°^Vi�NPr_i_taSfba^VbaO_g>W³O_bPeRSUW�´P`P`°TUNPSZYabP`PgEeV`P­�NPSfeRO_g²\]X_TUº�^VX_r

i�\�SfbP·Rº°X_SU^RTZ~°TxNPOVTU^ROV\$b�XnY�WPN�`a^V`P±PbaOVTU^V`�pZe>^ROmeRNPSU\�~�W�X_W�emYaeVi�\�SUN�baO_g°»�NaX_TU^RSU^_pU±a^RO¹Y�Sft�X_SU^mYaeVi�\�SUN�bPi�¼*W³O_bPeRSUW �´P`a¼*rVO_taSUSdWPN�i³®PbaOV\]X_TUº�^VX_r_baO_g°`E¶Zt�XnY�W³O_g�vj}�OVTU^KTUNPSZYabaSf¶nO¸\]X_TUº�^VX_rRXm^RSf±aSfbP`a~K®aN�`Ei³eRSftP`P±aSfbP`P`>b�XnY�WPN�`a^V`P±PbaOVTU^V`
re�YaeVi�\�SUN�baO_g�W³O_bPeRSUW�´P`P`�OVr_iuTftaO_eVtaSfb4QKOVNP\o`aNPO_euXjbP`aSU\½®aN�`

r > 4 000
WPNaX_TfbaO_¶nO!¾�OVrVNaX_^VbaO_¶nOu¿KW�X_TUW�XnYIX¢®aSUNPSfbaOVTnX

À baSUN�¶U`P`�poOV^VeRSU^RTU^VeRSfbPbaO_¶nO�¯nX$®aSUNPSUW�XU±aW�i�W�`PbaSU^V`P±aSUTUW³O_g À baSUN�¶U`P`*`a¯¢\]X_TUº�^VX_rRX�¶nSfbaSUNaXj´P`P`4W4WPN�i³®PbP[¸\�\]X_TUº�^VX �rRX_\¹v�MEOj~³eVtaSfbP`aSEWPNaX_TfbaO_¶nO�W�X_TUW�XnYIX²OVr_iuTftaO_eVtaSfbaO�b�XjtP`P±P`aSU\*eR^ROVNPO_¶nO�pPY�O_®aO_tPbP`a^RSftP·VbaO_¶nOz¯nX_W³O_b�XzTUOn­�NaXjbaSfbP`a~�Yata~
À baTU^RNPORQm`P`�e²YaeVi�\�SUN�bP[¹­¢^RSf±aSfbP`a~³­Iv
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ô �P�x� ��õVö � �U� õ_÷|ø ��ùð�_�aú � ��ù?û õ �³üR�Uûf��� õ � õ_÷ ü³� ��û õV� ���_�aú�� �Pû õ ��� � �U����� ö � �dý � � ú ö �f�ÿþx�U�U���ÿþ õ � õ_� � � õ �u�Z�_��� � � �U��� � ÷ � �U�
� � õ ���P� � ���_�I�P� �_�P�U�¸�j�¹�P�n�j��� ��� ÷ ��õ � ö �U� õ þ9�a�_� ö �U�U��û õ �P��� ú�� � � ��� v�� �¹� � � �UûU�U� üR�nú����a�j�¹� � � ��ù9� ����öP� � �U�u�xû õ �³üR�Uûf��� õ �����P�
���n�_��ü õ_� ��� ûU� �ÿ����ûn�_� ��ú��Uû � �n�_���U�°�j��� ��õ þ¸� ����� � ��� � û � � ��� ûn�_� � �ÿ� p|öP� �>� � ø ��ù-û õ �³üR�Uûf��� õ �����P�°���n�_��ü õ_� ��� ûU� �ÿ����ûn�_� ��� ��õ þ¸�
�_�aúz� �dú õ �U�]���P� ø ��ùBû õ �³üR�Uûf��� õ �z� õ_� �¸� � � �V�f����ûn�_� �K�_�aúz��� õuõ ��� vRô �P��� ��õ þ¸� ��� õ_÷ ���P�¹���n�_�zü õ_� ��� ûU� �ÿ�²��ûn�_� �K�j�]� �Pû � �n�_��� ���
� � ��� � û � � ��� ûn�_� � �ÿ� � � � ø ��ù-û õ �³üR�Uûf��� õ ��� ��û õ �aú�� ��� õ �P�nú ö �$���P� � �nú ¾ � �³üR� � ��� ¿ �U�P� � �_��ûn�_��ûn�Vú�� ÷ õ_� ���nú��j� r > 4000 �_�aú� � �_�P� ÷ � ��� � ���$���P���³� �P�f��� û��U�P� � �_� ÷ ��õ ���V�U�P� � �j��� õ �4��ûn�_� ��� õ ���P��� � � �V�¢��ûn�_� �U� v�ô �P�¢�_�P���n� � �_�PûU� õ_÷ ���P� � �nú�ûn�_��ûn�Vú��¢� �
û õ �aú�� ��� õ �P�nú ö ���VúPú�� ��� õ �a�_�|û õ �P��� � üV�j��� õ �l� �Uþ ÷ õ_� �U�P� � ��õ �P�u�¢� � ø ��ù�ý õ þ¸� v
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��ÁdÉaÇuÇRÌoÃ�ÄuÇRÑ�ÉPÓLx�É�ËdÉuÃ]É7È�Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌzyEÔRÁ]ÄRÓ'{�|zÄRÎ]ÉPÍ]É7Å7Í]É�xRÁ�ÌoÃoÎoÆ�}�~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�É�} Í�Ä
�*É�ÁdÉaÇ
�
Å�����{(���ZÏ(~oÍoÌoÃ�ÄuÊ Î�ÄRÑ�È��IÈaÍoÆ�Ä�ÉPÅ0�IÈaÍoÆ�~oÍ�ÈaÅIÈuË�Ì�Á�Ì½Í]ÉaÇRÃ�Ä
��Æ Åw��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�������{o
1�¸Ì?Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È���� ��Ï����
~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�É�}L~oÍoÌ Å�Æ�ÇuÈaÑ�È�� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì

r = Ra/Racr
Ï�xRË]ÄuÇ
�

Ra
Ì
Racr � ÃoÌ�ÇVÁ]È�yEÔRÁ]ÄRÓ

Ì9ÄRÐ³È!ÑoÍoÌ���ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�Ä�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ�Ä�

�lÍoÌ ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎ�È�Ê�ÊEÈuË]ÄVÁ�ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌoÌòÍ]É�xRÁ�ÌoÃ]ÉPÂ���Ë�ÅIÄ�~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�ÑoÌVx�É�ËdÉuÃoÌòÈ7Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌòÅ Ð³È��

ÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��Î�È�Ê ÇVÁ]È�Ä�~oÍoÌL~�ÈuË]ÈaÐuÍ�ÄRÅIÄ9ÇRÎoÌ�x+� � ÇuÈ�ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì�� È���Ñ�ÉaÇ³É��IÄVÁ&��ÎoÆ�} Î]É�~oÍ|Ó(��ÄRÎoÌ��.�
Ì���ÄuÇ
��ÑoÌ�Ê>ÌL� Ç��IÇVÁ]ÈaÅ�Ì�ÄuÊz~oÍoÌ�Á�Ì�~]ÉPÎoÌoÓ���Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�Ê>Ì�ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]ÉaÊ>Ì��xÑ�ÉPÑ�~oÍ]ÉPÅ�Ì�Á]ÈoÏdÍ�Ä
�!ÄRÎoÌ�Ä
~oÍ�ÄVË&~�ÈPÁdÉPÐRÉaÄ
�IÇjÓC~�ÄRÍoÌ�ÈuË�ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ê ÅlÐ³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�}*Î]É�~oÍ]ÉPÅaÁ]ÄRÎoÌoÓ�}!Ì�Á�Ìw��Ë]ÈaÅaÁ]Ä
��ÅIÈaÍ|Ó�Â���Ì�Ê Ç
~�Ä��
ÒoÌ]É�Á&��ÎoÆ�Ê ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Êp�IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊI���1>��Z
u����Ä)~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�ÑoÌ�x�É�ËdÉuÃoÌ-Ã]ÉaÇ
�IÈ�~oÍoÌoÅIÈuË�Ó(�9Ñ�Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓoÊ�Ï
Ñ�È��IÈaÍoÆ�Ä½Í]É�xRÁ�ÌoÃ]ÉPÂ��IÇjÓ Á�Ì��G� Ñ�ÈPÁ�ÌoÃ�ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ�ÈoÏ²É�Î�ÄðÑ�ÉuÃ�ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ�ÈV�������Z
:�:��Ì�Ê Ì È���Î�È�ÇRÌ��IÄVÁ&��Î�È��
~oÍ�È�Ç
�IÈ��IÈ��7Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ�x�É�ËdÉuÃoÌ7È4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ7ÇuÈ"ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì7ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>Ì3�IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì�Ì�È0�� ¹ÓoÇRÎoÓ��
Ä
�IÇjÓBÌoÎ��IÄRÍ�ÄuÇ�ÑBÔ+�IÈ���~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�Ä�


��ÇRÎ�ÈaÅ�ÎoÆ�Ä¡��Í���Ë�Î�È�Ç
��Ì¢~oÍoÌ ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎ�È�Ê ÊEÈuË]ÄVÁ�ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌoÌ Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌL~oÍoÌ Å�Æ�ÇuÈaÑ�È�� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ(�
��ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì*ÇRÅ�Ó(x�ÉPÎoÆ Ç°Î]É�Á�ÌoÃoÌ�ÄuÊ�Í]ÉaÇ
�0����Ì(}�Á�ÌoÎ�Ä
�oÎoÆ�}�ÅIÈ�x³Êu���!ÄRÎoÌ��!Ç²ÈaÐuÍ�È�Ê>ÎoÆ�Ê>Ì*ÌoÎoÑoÍ�ÄuÊEÄRÎ��aÉaÊ>Ì��
�aÉPÑ¸ÏX~oÍoÌ

r = 3.4 · 104 Ì�ÃoÌ�ÇVÁ]Äw�lÍ]ÉPÎ�Ë&�³Á�Ó Pr = 10
Ç
���!ÄuÇ
��Å0��Â��?ÅIÈ�x³Êu���!ÄRÎoÌoÓ¹ÏdÍ]ÉaÇ
�0����Ì�Ä�Å"Á�Ì(�

Î�Ä
�oÎ�È�Ê£~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ Ñ�ÉPÑ
exp(1367 · t) 
¤�$È�ÇVÁ]ÄVË�Î�ÄuÄðÈ0��Ç
�IÈ³Ó(�IÄVÁ&�IÇ
��ÅIÈ7Î]ÉPÑ�ÁdÉ�Ë�Æ�Å|ÉaÄ
��ÇuÄRÍ��IÄ
xuÎoÆ�ÄÈaÐuÍ]ÉPÎoÌoÃ�ÄRÎoÌoÓ*Î]É¢ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎoÆ�Ä�ÊEÄ
�IÈuË�Æ�Ï�x�É���Í���Ë�ÎoÓ�Ó!Ì�Ç
~�ÈPÁ&�0x³ÈaÅ|ÉPÎoÌ�Ä�Ñ�ÉPÑoÌ(}���Á�Ì&��ÈlÌ��IÄRÍ]ÉPÒoÌ��¸ÏaÅIÄRÍ-}�Î�Ä
�

Ì�ÎoÌ��*Î�Ä
�7Í�ÄVÁdÉPÑ�Ç³ÉPÒoÌoÌ¸ÏX~�È�ÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|É��IÄVÁ&��Î�ÈaÐ³ÈBÍ�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ���Í]ÉPÅ�Î�ÄRÎoÌ��7ÇRÌ�Ç
�IÄuÊ>Æ�
¦¥�Ä
�!Ë&���IÄuÊ�ÏdÃoÌ�ÇVÁ]È
yKÄ
�oÎ�ÈPÁ&�aË]Ç³É7Ó�ÅaÁ�ÓoÄ
�IÇjÓ È���Î�È�ÇRÌ��IÄVÁ&��Î�È�ÊEÄVËoÁ]ÄRÎoÎ�È7Í]ÉaÇ
�0���!Ä
�¢§���ÎoÑoÒoÌ�Ä
� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì Å7Ñ�ÈaÎ(�
ÅIÄRÑoÒoÌoÌ�yEÔRÁ]ÄRÓ'{�|zÄRÎ]ÉPÍ]É*Ì

Re ≈ 375
~oÍoÌ

r = 3.4 · 104 (Pr = 10)
���³	��Z


¨©��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È��4�0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
��Ì"ÑoÌoÎ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�ÉPÓ4ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÓC~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�ÇRÌ��IÇjÓ4Ì�x¢È0�PÁdÉaÇ
��Ì4Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ
Å�ÊEÄVÁ�ÑoÌ�Ä�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÆ�ÏIÐjË]Ä�ÈaÎ]É¢Ë�Ì�ÇuÇRÌ�~oÌoÍ��IÄ
�IÇjÓ¹
'ª Å�ÇVÁ&��Ã]ÉaÄ²Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ"È1�*Ì�ËdÉaÄ
�IÇjÓC~�È��
Ó�ÅaÁ]ÄRÎoÌ�Ä�Ë�Å0�'}�ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ�ÈaÎoÎoÆ�}7ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á]ÈaÅ�Ï¦~�È?Ñ�È��IÈaÍoÆ�Ê Í�Ä³É�Á�Ì�x+��Â��IÇjÓ3~oÍ|ÓoÊEÈ�� Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�Ç³É
ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ«�

k−3 ËoÁ�Ó ÔuÎ�ÄRÍoÐ³Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�ÈaÐ³È Ç
~�ÄRÑ���Í]É-�VÏ²È0��ÄuÇ
~�ÄRÃoÌoÅ|ÉPÂ���Ì�� Ë�Ì�ÇuÇRÌ�~]ÉPÒoÌoÂ Ì È0�aÍ]É���ÎoÆ¬�
�ÿÑoÍ]ÉaÇRÎoÆ¬�.�zÑ�ÉaÇRÑ�É�Ë9ÑoÌoÎ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È���ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ½ÇuÈ*Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�ÊLx�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Ê

k−5/3 Ï(~�ÄRÍ�ÄRÑ�ÉuÃoÌoÅ|ÉPÂ���Ì��9ÑoÌ(�
Î�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ���Â ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÂ Ì�x�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ*Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ9Å4È0�PÁdÉaÇ
�0�J��ÈPÁ&�0��Ì(}BÊ�ÉaÇ
�G�aÉ���ÈaÅ����³���Z


���aÍ]É���ÎoÆ¬� Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë(ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ ÊEÈ1�*Î�ÈðÍ]ÉaÇuÇuÊ�É���ÍoÌoÅ|É��0�½Ñ�ÉPÑ3~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ*Ç³ÉaÊEÈ�ÈaÍoÐRÉPÎoÌ�x�ÉPÒoÌoÌ��0��Í&���'�
Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
��Ì¸Ï|Å�Í�Ä
x+��Á&���aÉ��IÄ�Ñ�È��IÈaÍ�ÈaÐ³È�Ì�xn~�ÈPÁ�Ó"ÊEÄVÁ�Ñ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�}J~���Á&�IÇ³ÉPÒoÌ��?Í�È1�!ËdÉPÂ��IÇjÓ"ÑoÍ���~oÎ�È��
Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ä�Ñ�ÈaÐ³ÄRÍ�ÄRÎ���ÎoÆ�Ä�Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆ�
&­KÉPÑ�È��½Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ¬�®~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ$Î]É��PÁ�ÂzËdÉaÄ
�IÇjÓ½Å!Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�}¹Ï
Å�Í]É��*ÉPÂ���Ì(}|ÇjÓG�IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ�}¹ÏPÅ�~�ÁdÉ�x³ÊEÄ²Ì�ÅIÈPÁ�Î]É�}�Î]Én~�ÈaÅIÄRÍ-}�Î�È�Ç
��Ì)�*Ì�Ë�Ñ�È�Ç
��Ì����R���Z
0�¢Ã�ÄRÅ�Ì�Ë�Î]É�Å|É��*Î]ÉPÓ
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u¥�Ä
�!Ë&���IÄuÊ�ÏmÌ�ÊEÄRÎoÎ�È9Í]É�xRÁ�ÌoÃoÌ�Ä?Å9Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�}�~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ³É�}�~oÍoÌoÅIÈuË�Ì��PÏu~�È���Å�Ì�Ë�Ì�ÊEÈ�Êu�IÏ
Ñ4Ñ�ÉuÃ�ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ�È�Êu�4Í]É�xRÁ�ÌoÃoÌoÂ ÊEÄ
�!Ë&��Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��"Ì)��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È��"Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�Î�È��J�0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
�0��Â
~oÍoÌ Å�Æ�ÇuÈaÑ�È�� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸
�¨É���1>���È�~oÌ�Ç³ÉPÎoÆ Í�Ä
x+��Á&���aÉ���Æ Í]ÉaÇRÃ�Ä
�IÈaÅòÇ
~�ÄRÑ���Í�ÈaÅ Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��
Ì¢��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�� Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌòÇuÈ7ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>ÌL�IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì¸
a¨ ËdÉPÎoÎ�È�� Í]É���È��IÄBÎ]É�È�Ç��
Î�ÈaÅIÄJ~�ÈuË�}|ÈuËdÉ����1>�ÏP�³	�ÏV	I
1�zÅ�Æ¬~�ÈPÁ�Î�ÄRÎ�È�Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�Ä?Ì©��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�ÄBÊEÈuË]ÄVÁ�ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�ÄBÑ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ ÇuÈ
ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì-ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]ÉaÊ>Ì(Ì Å�Æ�ÓoÇRÎoÓoÄ
�IÇjÓ�Í�ÈPÁ&�½Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�}�~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇuÈaÅ9Ì Ì(}7ÅaÁ�ÌoÓ�ÎoÌ�Ä*Î]ÉðÇRÍ�ÄVË�ÎoÌ�Ä
}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑoÌ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ¹


Ê$ÄVÁ&��Í]É���È���Æ � Ì�ÇuÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|ÉPÎoÌ�Ä²~oÍoÌoÃoÌoÎ"Ñ�ÉuÃ�ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ�ÈaÐ³È�Í]É�xRÁ�ÌoÃoÌoÓ"ÊEÄ
�!Ë&��Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��"Ì)��Í�Ä�}��ÊEÄRÍoÎ�È��ðÑ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�Î�È����0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
�0��Âp~oÍoÌðÅ�Æ�ÇuÈaÑ�È��ðÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸ÏoÎ]É�È�ÇRÎ�ÈaÅIÄ�Ì�ÇuÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|É��
ÎoÌoÓBÍ�ÈPÁ�Ì½Ì½Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÌ9ÅaÁ�ÌoÓ�ÎoÌoÓBÎ]É!ÇRÍ�ÄVË�ÎoÌ�Ä�}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑoÌ�Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�}�~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇuÈaÅ�
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Y0Z�Ë ^J_a`b_�c)d-e.f�g�h�i(jXk

Ì�m�Í°ÎnÏ¤ÐuÑ¬twÎnq¬Ò�ÑÔÓuÑ:s4ÑaÕGv

¨Ö~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ¾|��IÇuÇRÌoÎ�ÄuÇRÑ�É Í]ÉaÇuÇuÊ�É���ÍoÌoÅ|ÉPÂ��IÇjÓ�Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�Ä ÌI��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎoÆ�Ä Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ��
ÎoÆ�Ä��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ Å�Ó(xuÑ�È�� Î�ÄuÇ��*Ì�Ê�ÉaÄuÊEÈ��«�*Ì�Ë�Ñ�È�Ç
��Ì ÊEÄ
�!Ë&�òË�Å0��Ê>Ó Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�Ê>Ì«~�Á]È�ÇRÑ�È�Ç
��Ó��
Ê>Ì�~oÍoÌ©~�ÈuË]ÈaÐuÍ�ÄRÅIÄBÇRÎoÌ�x+�I
u¨ Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È���~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�Ä��IÄRÃ�ÄRÎoÌ�Ä?Í]ÉaÇuÇRÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄ
�IÇjÓ¢~oÍoÌ

G = {0 6
6 x 6 l, 0 6 z 6 1} ÏKÐjË]Ä l = π/α � Í]É�x³ÊEÄRÍ È0�PÁdÉaÇ
��Ì¢~�È�Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á�Ì¸Ï²É

α � Ê>ÌoÎoÌ�Ê�É�Á&���
Î�È�Ä�ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Ä�ÃoÌ�ÇVÁ]Èo
�­zÍ�Ä�}oÊEÄRÍoÎ]ÉPÓ9Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÓ�Í]ÉaÇuÇRÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄ
�IÇjÓ7Å4ÑoÅ|É�Ë�Í]É���Î�È��7Å4~�ÁdÉPÎ�Ä�È0�PÁdÉaÇ
��Ì
{0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π, 0 6 z 6 1}. ¨zÈ½ÅIÇuÄ�}�~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�É�}-Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�ÄðÐuÍ]ÉPÎoÌoÒoÆ°~oÍ�ÄVË��~�ÈPÁdÉPÐRÉPÂ��IÇjÓ�Ì�x³È��IÄRÍ�Ê>ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ê>Ì¸
�×¹É�~oÌ�Ç³ÉPÎoÎ]ÉPÓ ÅBÈ���Ñ�Á]ÈaÎ�ÄRÎoÌoÓ�} È��BÍ]ÉPÅ�Î�ÈaÅIÄuÇRÎ�ÈaÐ³ÈBÍ�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ¹ÏX~�È�ÇVÁ]Ä
È0��Ä
xuÍ]É�x³ÊEÄRÍoÌoÅ|ÉPÎoÌoÓ9Ì�Ç�}|ÈuË�Î]ÉPÓ�ÇRÌ�Ç
�IÄuÊ�Éw��Í]ÉPÅ�Î�ÄRÎoÌ��9Å!Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�ÊL~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ�Ì�ÊEÄuÄ
�4Å�Ì�Ë©� 	0���Z�

ωt + 1
Pr

(ϕzωx − ϕxωz) = 4ω +RaQx,

4ϕ = −ω, (2.1)

Qt + 1
Pr

(ϕzQx − ϕxQz) = 1
Pr
4Q− 1

Pr
ϕx,

ÐjË]Ä
ϕ � §���ÎoÑoÒoÌoÓ��IÈaÑ�É�Ï ω � Å�Ì(}�Í��w� z �fÉPÓ�Ñ�È�Êu~�ÈaÎ�ÄRÎ��aÉ¢ÅIÄRÑ��IÈaÍ]É¬x�ÉPÅ�Ì(}�Í�ÄRÎoÎ�È�Ç
��Ì.�VÏ Q � È���Ñ�Á]ÈaÎ�ÄRÎoÌ�Ä�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ È��4Í]ÉPÅ�Î�ÈaÅIÄuÇRÎ�ÈaÐ³È"Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�ÈaÐ³ÈC~oÍ�È0§$Ì�Á�Ó©�¯~�ÈPÁ�Î]ÉPÓ��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í]É*Í]ÉPÅ�Î]É

Θ = 1− y +

+Q
�VÏ 4f = fxx + fzz � È�~�ÄRÍ]É��IÈaÍ�Ø�É�~�ÁdÉaÇ³É�Ï]Ë]Ä
��Ç
��Å0��Â���Ì��9Î]ÉC§���ÎoÑoÒoÌoÂ

f
Ï
Ra =

gβH3dQ
χν �

ÃoÌ�ÇVÁ]È¡yEÔRÁ]ÄRÓ¹Ï
Pr = ν

χ � ÃoÌ�ÇVÁ]È¡�lÍ]ÉPÎ�Ë&�³Á�Ó¹Ï
g � �IÇRÑ�ÈaÍ�ÄRÎoÌ�Ä*ÇRÌ�Á�Æ«��Ó(��ÄuÇ
��Ì¸Ï β, ν, χ � Ñ�ÈaÔ1§b§$Ì(�

ÒoÌ�ÄRÎ���Æ£�IÄ
~�Á]ÈaÅIÈaÐ³È?Í]ÉaÇ
��ÌoÍ�ÄRÎoÌoÓ¹Ï]ÑoÌoÎ�ÄuÊ�É���ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�� Å�Ó(xuÑ�È�Ç
��Ì7Ì®�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í�È�~oÍ�ÈaÅIÈuË�Î�È�Ç
��Ì¸Ï
H ��IÈPÁ&��ÌoÎ]É"ÇVÁ]È³Ó�Ì

dQ � Í]É�xuÎ�È�Ç
�0�¡�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í7Î]É*Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�}7ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�}¹Ï
x
Ï
y
Ì
z � Ð³ÈaÍoÌ(�

x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�Ä4Ì ÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&��Î]ÉPÓ�Ñ�È�ÈaÍIË�ÌoÎ]É���Æ�
�¨ ËdÉ�Á&��Î�Ä
���!ÄuÊÞËoÁ�Ó7ÑoÍ]É���Ñ�È�Ç
��Ì©����Ë]ÄuÊÞÎ]É�xuÆ�Å|É��0�
QÌ

Θ
�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í�È��¸

³�É���ÈaÑ�ÈaÅ�Æ�} ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�} ËoÁ�Ó Ì�ÇRÑ�È�Ê>Æ�}z§���ÎoÑoÒoÌ��òÇ
�aÉPÅ�Ó(�IÇjÓIÙPÊ>Ó�ÐuÑoÌ�Ä�Ú-ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ä��IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓ

~�ÄRÍoÅIÈaÐ³È4ÌBÅ0�IÈaÍ�ÈaÐ³È4Í�ÈuËdÉ�Ï�ÇVÁ]ÄVË&��Â���Ì�Ä$Ì�x$Å�Ì�ËdÉ!Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ¹

È$ÇRÑ�È�Ê>Æ�Ä�ÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎoÆ

ω, ϕ
Ì�Û Í]É�xuÆ�ÇRÑoÌoÅ|ÉPÂ��IÇjÓ½Å4Å�Ì�Ë]Ä

ω(t, x, z) =

N∑

k=0

M−1∑

m=1

ωkm(t)ρk cos(αkx) sin(πmz),

ϕ(t, x, z) =
N∑

k=0

M−1∑

m=1

ωkm(t)

α2k2 + π2m2
ρk cos(αkx) sin(πmz), (2.2)

Q(t, x, z) =

N−1∑

k=1

M−1∑

m=1

Qkm(t) sin(αkx) sin(πmz),

ÐjË]Ä
ρk = 0.5

~oÍoÌ
k = 0

Ï
N
Ì
ρk = 1

~oÍoÌ
1 6 k 6 N − 1



È9�aÉPÑ¸Ï>ÇRÌ�Ç
�IÄuÊ�É©��	�
����$Í�Ä
�*ÉaÄ
�IÇjÓ(Å�È0�PÁdÉaÇ
��Ì

G = {0 6 x 6 l, 0 6 z 6 1}, l = π/α,
Ç4ÐuÍ]É��

ÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>Ì��IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì7Î]É"Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ�}
ϕ = ω = Q = 0

Ì�ÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&��ÎoÆ�}
ϕx = ωx = Q = 0ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�}¹


­zÍ�Ä�}oÊEÄRÍoÎ]ÉPÓL~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�É�x�É�ËdÉuÃoÌz~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎ]É�ÅV���1>��Z
:yKÄ
�!ÄRÎoÌ�Ä®��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È��Vx�É�ËdÉuÃoÌz�aÉPÑ���Ä
Í]É�xuÆ�ÇRÑoÌoÅ|ÉaÄ
�IÇjÓ Å Å�Ì�Ë]Ä7Ñ�È�Êu~�È�xuÌoÒoÌoÌ ÇuÈ0��Ç
��ÅIÄRÎoÎoÆ�}�§���ÎoÑoÒoÌ��ÞÁ�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È���x�É�ËdÉuÃoÌµ�IÇ
�IÈ��oÃoÌoÅIÈ�Ç
��Ì
Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌLyEÔRÁ]ÄRÓ'{�|zÄRÎ]ÉPÍ]É©� 	0���ZÏ¤�aÉPÑ�È��¸ÏKÃ��IÈ0�aÆ°~oÍoÌ È��IÇ
���IÇ
��Å�ÌoÌ�x�ÉPÅ�Ì�ÇRÌ�ÊEÈ�Ç
��Ì È��

y
��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�Ä

Í�Ä
�!ÄRÎoÌ�Äb~�ÄRÍ�Ä�}|ÈuË�Ì�Á]È"Å*Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�Ä4��	�
 	-�VÏ&~oÍoÌ½Ô+�IÈ�Ê ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ä��IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓ½Î]É)��ÈaÑ�ÈaÅ�Æ�}½ÐuÍ]ÉPÎoÌoÒ]É�}¹Ï
Ñ�ÉPÑ9ÌBÅ!Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��®~�È�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ñ�Ä�ÏdÇVÁ]ÄVË&��Â��4Ì�x$Å�Ì�ËdÉ!Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ¹


�9�IÇ
�0�
r = Ra/Racr,

ÐjË]Ä
Racr = 657.5 � ÑoÍoÌ���ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�Ä�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ�ÄðÃoÌ�ÇVÁdÉ3yEÔRÁ]ÄRÓ¹ÏEÉ9ÃoÌ�ÇVÁ]È

�lÍ]ÉPÎ�Ë&�³Á�Ó
Pr

ËdÉ�Á]ÄuÄ$Í]ÉPÅ�Î�È
10
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��Î�ÈaÐ³È�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È�ÊEÄ
�IÈuËdÉ�ÏaÌ�Ç
~�ÈPÁ&�0x+�IÄuÊEÈ��
Ð³È"ËoÁ�Ó9Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ"Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��7Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ¸
��$ÈuË�Í�È0�aÎ�È�Ä*È�~oÌ�Ç³ÉPÎoÌ�Ä�Ì7Í�Ä
x+��Á&���aÉ���Æ ÄRÐ³ÈJ�IÄuÇ
��ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌoÓ
~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎoÆ Å©���³	�Ï_	I
�Ï_�0>��Z
u�:��Ì�Ê ÊEÄ
�IÈuË]È�Ê£�aÆzÁ�Ì-Í]ÉaÇuÇRÃoÌ��aÉPÎoÆ5Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ]ÉPÓ(Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÓ©~oÍoÌ(Å�Æ�ÇuÈ��
Ñ�È��"Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì3� 	0���ZÏIÔuÎ�ÄRÍoÐ³Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ä�Ç
~�ÄRÑ���ÍoÆòÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì?Ì)�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ«���1>��]Ì4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÓ
}�Ì�Ê>ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ9Í]ÉPÅ�Î�ÈaÅIÄuÇRÎ�ÈaÐ³È4Í�Ä³ÉPÐuÌoÍ���Â��!ÄRÐ³È*ÐRÉ�x�É�� �����Z


­zÍ�Ä�}oÊEÄRÍoÎ]ÉPÓ?ÅIÄRÍ�ÇRÌoÓ"Ì�Ç
~�ÈPÁ&�0x+�IÄuÊEÈaÐ³È*ÊEÄ
�IÈuËdÉ�ÏoÈ�ÇRÎ�ÈaÅ|ÉPÎoÎ]ÉPÓ?Î]É�Í]ÉaÇ
�!Ä
~�Á]ÄRÎoÌoÌ¡~�ÈG§$Ì�xuÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ê
~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ³ÉaÊ�Ï|ÑoÍ]É���Ñ�È�È�~oÌ�Ç³ÉPÎ]É$Å4���1>��Z
-ªòÎoÌ���Ä�ÑoÍ]É���Ñ�È�È�~oÌ��!ÄuÊ�ÊEÄ
�IÈuËðÍ]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉlË�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�}4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ(�
��ÌoÅ�ÎoÆ�}��IÄRÃ�ÄRÎoÌ���ÇuÈ*ÇRÅIÈ0��ÈuË�ÎoÆ�Ê>Ì�ÐuÍ]ÉPÎoÌoÃoÎoÆ�Ê>Ì®�IÇVÁ]ÈaÅ�ÌoÓoÊ>Ì¸


±�Á]ÄVË&��Ó4È0���!Ä
�4Ì�Ë]ÄuÈPÁ]ÈaÐuÌoÌ"ÊEÄ
�IÈuËdÉ$Í]ÉaÇ
�!Ä
~�Á]ÄRÎoÌoÓ¹Ï0~�ÄRÍ�Ä�}|ÈuËðÈ���ÇVÁ]È³Ó
n
Ñ4ÇVÁ]ÈaÂ

n+1
~�È$Å�Í�ÄuÊEÄ��

ÎoÌ)~oÍ�ÈaÌ�xuÅIÈuË�Ì��IÇjÓ4ÅlË�Å|É�Ô+�aÉ�~]É�
-³�É²~�ÄRÍoÅIÈ�Ê Ô+�aÉ�~�Ä�Í]ÉaÇ
�!Ä
~�Á]ÄRÎoÌoÓ*Ê>Æ¢�IÇ
�aÉPÎ]ÉPÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄuÊ(ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å�Ì�Ä
Å*Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È�ÊL~oÍoÌ&�PÁ�Ì���ÄRÎoÌoÌ7Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Á&��ÎoÆ�}�}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È"ÊEÄ
�IÈuËdÉ*ÌðË�Ì&§b§�ÄRÍ�ÄRÎoÒoÌ(�
É�Á&��Î�È��®x�É�ËdÉuÃoÌ¸ÏdÉ�Î]É!Å0�IÈaÍ�È�Ê¢��ÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄuÊ Î�ÄVÁ�ÌoÎ�Ä
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4ϕ = −ω, (3.3)

Qt = 1
2 · Pr 4Q− 1

Pr
ϕx.

��Á�Ó Ô1§b§�ÄRÑ���ÌoÅ�Î�ÈaÐ³È7Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓ���Í]ÉPÅ�Î�ÄRÎoÌ�� Î�ÄVÁ�ÌoÎ�Ä
�oÎ�ÈaÐ³È Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�Î�ÈaÐ³È�~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�Ç³É�ËoÁ�Ó©x�É��
Å�Ì(}�Í�ÄRÎoÎ�È�Ç
��Ì

ω
Ì®�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ

Q
~�ÈPÁ]ÈaÅ�ÌoÎ]É4Å�Ó(xuÑoÌ(}½Ã�Á]ÄRÎ�ÈaÅ4��Ã��IÄRÎ]É*Î]É*Å0�IÈaÍ�È�Ê Ô+�aÉ�~�Ä�Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ�


�$È�ÇVÁ]Ä�~�ÈuË]Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�ÑoÌÞÍ�Ä
�!ÄRÎoÌoÓp��	�
 	-��Å�ÇRÌ�Ç
�IÄuÊu������
 �-�VÏEÅIÊEÄuÇ
�IÈV����
 �-�G~�ÈPÁ&��ÃoÌ�Ê ÇRÌ�Ç
�IÄuÊu� Ì�xBË�Å0�'}
È0�aÆ�ÑoÎ�ÈaÅIÄRÎoÎoÆ�}ðË�Ì&§b§�ÄRÍ�ÄRÎoÒoÌ]É�Á&��ÎoÆ�}¡��Í]ÉPÅ�Î�ÄRÎoÌ��BËoÁ�Ó"Ë�Å0�'}?Î�ÄRÌ�xuÅIÄuÇ
��ÎoÆ�}9ÉaÊu~�Á�Ì��0��Ë

ωkm
Ì
Qkm.�$ÈPÁ&��Ã�ÄRÎoÎ]ÉPÓ!ÇRÌ�Ç
�IÄuÊ�É¢È0�aÆ�ÑoÎ�ÈaÅIÄRÎoÎoÆ�}�Ë�Ì&§b§�ÄRÍ�ÄRÎoÒoÌ]É�Á&��ÎoÆ�}���Í]ÉPÅ�Î�ÄRÎoÌ���Í�Ä
�*ÉaÄ
�IÇjÓ!ÉPÎ]É�Á�Ì���ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ¸Ï

��Ä
x�~oÍoÌ�ÊEÄRÎ�ÄRÎoÌoÓ�Ñ�ÉPÑoÌ(}���Á�Ì&��È�É�~�~oÍ�ÈaÑ�ÇRÌ�Ê�ÉPÒoÌ��C~�È¢Å�Í�ÄuÊEÄRÎoÌ)~�È�§�ÈaÍ�Êu��ÁdÉaÊ�Ï�Å�Æ�ÅIÄVË]ÄRÎoÎoÆ�Ê3~oÍ�ÈaÐuÍ]ÉaÊ��
ÊEÈ���ÉPÎ]É�Á�Ì���ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ(}½Å�Æ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÌ��323 �é��#
9ê«ë²

�#
1 ���
l�®� 	I
�Ïf�0>��Z


³�É�Å0�IÈaÍ�È�Ê�Ô+�aÉ�~�Ä���ÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄ
�IÇjÓ�Î�ÄVÁ�ÌoÎ�Ä
�oÎoÆ¬�*Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�ÎoÆ¬�C~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�Ç�Ï��P
nÄ�
���ÃoÌ���Æ�Å|ÉaÄ
�IÇjÓ�Å0x�É��
Ì�ÊEÈuË]Ä
��Ç
��Å�Ì�Ä*ÐRÉPÍ�ÊEÈaÎoÌoÑ¸
¤×]Ë]ÄuÇ
�¡~oÍoÌ�ÊEÄRÎ�ÄRÎ]É?Ñ�ÈaÎ�ÄRÃoÎ�È���Í]É�xuÎ�È�Ç
��Î]ÉPÓ(Ç�}|ÄuÊ�ÉJ~�ÄRÍ�ÄuÊEÄRÎoÎoÆ�}7Î]É�~oÍ]ÉPÅaÁ]Ä��
ÎoÌ���� Ç�}|ÄuÊ�É�~oÍ�ÈuË]ÈPÁ&��Î�È��ì~�È�~�ÄRÍ�ÄRÃoÎ�È��z~oÍ�ÈaÐ³ÈaÎoÑoÌ.�VÏEÍ]ÉPÎ�ÄuÄJ�IÇ
~�Ä
��Î�È�Ì�Ç
~�ÈPÁ&�0x³ÈaÅ|ÉPÎoÎ]ÉPÓ ËoÁ�Ó-Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ
�0��Í&����Á]ÄRÎ���ÎoÆ�}BÑ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�ÎoÆ�}®�IÄRÃ�ÄRÎoÌ��9Å)~oÍ|ÓoÊEÈ���Ð³ÈPÁ&��Î�È��7È0�PÁdÉaÇ
��Ì�~oÍoÌ�~�ÈuË]ÈaÐuÍ�ÄRÅIÄ�Ç+��ÈaÑ���� ��	��Z


�:�aÉ�~7	�

ωt + 1

Pr
(ϕyωx − ϕxωy) = 1

2
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Nu = α
2π

∫ π/α

0
(Qz(t, x, 0) +Qz(t, x, 1))dx − 1,

Nun = 2
∑

k=odd

∑

m=even

Qnkm · mk − 1,
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Ek = π
8

N∑

k=0

M−1∑

m=1

ρkϕkmωkm, En = π
8

N∑

k=0

M−1∑

m=1

ρkω
2
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∑N
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∑M−1
m=1 kρkϕkmωkm∑N
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∫
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�!ÄRÎoÌ��¸
�Æ�Ì�xuÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ
ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Ä�ÃoÌ�ÇVÁ]È

Kme
}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�x+�IÄ
�4ÇRÍ�ÄVË�ÎoÌ��BÐ³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ¬�9Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��

lme = π/Kme
Å�Ì(}�Í�Ä
�¸Ï

ÇuÈuË]ÄRÍ'�!É���Ì(} È�ÇRÎ�ÈaÅ�Î���Â Ã]ÉaÇ
�0�ðÑoÌoÎ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�� ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ¸
���Á�Ó½ÑoÍ]É���Ñ�È�Ç
��Ì Å4ËdÉ�Á&��Î�Ä
���!ÄuÊòÅIÄVÁ�ÌoÃoÌ(�
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þ�ò'ÿ���8���9:��
�����
�
�)��1ñ�����)���
;*-ò'ÿ�ñ��
Kme

'0ï�'"������'-ó-ò�0��'ï1��'��-ò��1ò�*�����ÿ��1ò#�
È9x9ÍoÌ�Ç�
²� Å�Ì�Ë�Î�ÈoÏ°Ã��IÈ�Å���Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎoÆ�} Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ�}

Kme
Í]ÉaÇ
�IÄ
�-Ç½Í�È�Ç
�IÈ�Ê�Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸


ª���ÈPÁ]ÄuÄ¢Ë]Ä
�aÉ�Á&��ÎoÆ¬�9ÉPÎ]É�Á�Ì�x9~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉaÄ
�PÏoÃ��IÈG~oÍoÌ
r 6 150

ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Ä�ÃoÌ�ÇVÁ]È!ÇVÁ]ÄVË&�IÄ
�*Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Êu�
x�ÉPÑ�ÈaÎ��

Kme = 1.86 · r0.084,
Ì�Á�Ì¸ÏoÃ��IÈ*ÔuÑoÅ�ÌoÅ|É�Á]ÄRÎ���Î�ÈoÏ

lme = 1.69 · r−0.084, lme ≈ 1.7 · r−1/12

Ì¸Ï���ÈPÁ]ÄuÄ��IÈaÐ³ÈoÏ�~oÍoÌ
r 6 500

Ç��IÈaÃoÎ�È�Ç
�0��Â Ë]È-Î�ÄuÇRÑ�ÈPÁ&��ÑoÌ(}ã~oÍ�ÈaÒ�ÄRÎ��IÈaÅ
Kme

Í]ÉPÅ�Î�È©~oÍoÌ�ÊEÄRÍoÎ�È
~�ÈPÁ]ÈaÅ�ÌoÎ�Ä�ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³È4ÃoÌ�ÇVÁdÉ�ÏoÎ]ÉPÌ&��ÈPÁ]ÄuÄ��aÆ�Ç
��Í�ÈaÍ]ÉaÇ
�0���!ÄRÐ³ÈC~�È!Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È��®�IÄuÈaÍoÌoÌ¸


ª Å?Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�� Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ¸Ï¦~oÍoÌ�Ë]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�È���ÈPÁ&�0�!È�� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸Ï¸ÓoÇRÎ�È?Å�Ì�Ë�Î]ÉJ�IÄRÎ(�
Ë]ÄRÎoÒoÌoÓ9Ñ®��ÊEÄRÎ��0�!ÄRÎoÌoÂ

Kme
Ë]È4ÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎoÆ«~�ÈaÍ|Ó�Ë�Ñ�É?Ê>ÌoÎoÌ�Ê�É�Á&��Î�ÈaÐ³ÈJxuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌoÓ

α
Ç�Í�È�Ç
�IÈ�Ê Î]É�Ë��

ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸
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yEÌ�Ç�
x�C~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉaÄ
��~�È�Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Ä�Å�Ñ�Á�Â�Ã�ÄRÎoÌ�Äw��ÈPÁ&�0��Ì(}�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ���ÈaÅ��¯~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑoÌ3�IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ��
ÅlË�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�}!Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ�})~oÍoÌ)��ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ4Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸Ï�É�Ì�ÊEÄRÎoÎ�Èo�aËoÁ�ÌoÎoÆ È0�PÁdÉaÇ
��Ì

l = π(α =
= 1)

Î�ÄVË]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�È¡~oÍoÌ
r > 103 Ï l = 2π(α = 0.5) � ~oÍoÌ r > 6 · 103 Ì l = 4π(α = 0.25) � ~oÍoÌ

r > 1.7 · 104 

�²�IÇRÂzËdÉ ÇVÁ]ÄVË&�IÄ
�PÏzÃ��IÈ�ËoÁ�Óz~oÍ]ÉPÅ�Ì�Á&��Î�ÈaÐ³È È���Í]É���ÄRÎoÌoÓµ~�È�Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È Å�Ñ�Á�Â�Ã�ÄRÎoÌoÓã��ÈPÁ&�0��Ì(}

Ê�ÉaÇ
�G�aÉ���ÈaÅ?Å*Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��9Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ�~oÍoÌ���ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ�Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì�Í]É�x³ÊEÄRÍ�È0�PÁdÉaÇ
��Ì®~�È*Ð³È��
ÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á�Ì

l
Ë]ÈPÁ&��ÄRÎ®��ÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÅ|É��0�IÇjÓ�~oÍoÌ�ÊEÄRÍoÎ�ÈC~�È!Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È�Êu�¡x�ÉPÑ�ÈaÎ��x�

l = 2.7 · (1 + 2.2 · 10−4 · r), l = π/α.
­KÉPÑoÌ�Ê È0�aÍ]É�x³È�Ê�Ï�~oÍoÌ�Ë]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�Èb��ÈPÁ&�0�!È��!Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì*Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈ��*Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��lÅ���Í�Ä�}oÊEÄRÍ(�

Î�È��?Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ���ÊEÄRÎ��0�*ÉaÄ
�IÇjÓðÇ¢Í�È�Ç
�IÈ�Ê(Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸ÏoÌJ�IÄRÃ�ÄRÎoÌ�Ä�Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ì��IÇjÓBÅIÇuÄ���ÈPÁ]ÄuÄ�ÊEÄVÁ��
Ñ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ê�
'ª Å¢Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��4Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ4Î]É��PÁ�ÂzËdÉaÄ
�IÇjÓ4È0�aÍ]É���Î]ÉPÓw�IÄRÎ�Ë]ÄRÎoÒoÌoÓ¹�aÍ�È�Ç
�$Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈaÐ³È
Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ!Ë]È*ÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎoÆp~�ÈaÍ|Ó�Ë�Ñ�É*Í]É�x³ÊEÄRÍ]É*È0�PÁdÉaÇ
��Ì

l = π/α
~oÍoÌ®��ÈPÁ&�0�!È��½Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸


­mÄ
~�ÄRÍ�� Í]ÉaÇuÇuÊEÈ���ÍoÌ�Ê Î]ÉuÃ]É�Á&��ÎoÆ¬� Ô+�aÉ�~ÞÍ]É�xuÅ�Ì���ÌoÓ Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È��òÑ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌµ~oÍoÌ
r = 3 · 104

Ì
α = 0.25,

Å?Ô+�IÈ�ÊòÍ]ÉaÇRÃ�Ä
�IÄG��ÃoÌ���Æ�Å|É�Á]È�Ç
�
[2049 · 65]

ÐRÉPÍ�ÊEÈaÎoÌoÑ¸
�³�É4ÍoÌ�Ç�
¸
*Ì�x³È0�aÍ]É���ÄRÎ ÐuÍ]É�§$ÌoÑ
Kme

Ñ�ÉPÑ®§���ÎoÑoÒoÌoÌBÅ�Í�ÄuÊEÄRÎoÌ¸
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þ�ò'ÿ��=<���9:��
�����
�
�)��1ñ�����)���
;*-ò'ÿ�ñ��>'0ï�'"������'-ó-ò�0�)���
���
��-ò#�
È9x�Î]ÉuÃ]É�Á&��ÎoÆ�}BËdÉPÎoÎoÆ�}�� ÇuÊ�
oÍoÌ�Ç�
��-��~oÍoÌ

t0 = 0.0235
§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ��IÄ
�IÇjÓ½Í�Ä
�!ÄRÎoÌ�Ä�Ï�ÇRÍ�ÄVË�Î�ÄuÄ�ÅIÈPÁ��

Î�ÈaÅIÈ�ÄðÃoÌ�ÇVÁ]È�Ñ�È��IÈaÍ�ÈaÐ³È��PÁ�Ì�xuÑ�È7Ñ ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Êu�-ÃoÌ�ÇVÁ&�(Î]ÉPÌ&��ÈPÁ]ÄuÄ��aÆ�Ç
��Í�ÈaÍ]ÉaÇ
�0���!ÄRÐ³È3~�È9Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È��
�IÄuÈaÍoÌoÌ ÅIÈ�x³Êu���!ÄRÎoÌoÓ

Km = 10.43

9×¹É��IÄuÊ ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Ä(ÃoÌ�ÇVÁ]È¢��ÊEÄRÎ��0�*ÉaÄ
�IÇjÓ¹Ï²~oÍoÌoÃ�ÄuÊ Ç
~]É�ËdÉPÎoÌ�Ä

ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³È½ÃoÌ�ÇVÁdÉBÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0�IÄ
��~oÍ�ÄVË]ÇRÑ�É�x�ÉPÎoÎ�È�Êu��~�ÈBÍ]É�x³ÊEÄRÍoÎ�È�Ç
��Ì�x�ÉPÑ�ÈaÎ��¢���³���9�ÿÎ]ÉðÍoÌ�Ç�
K

c =

= 8.6 · 10−4)

��lÍoÌ

t ∼ 0.1
ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�ÄBÃoÌ�ÇVÁ]È

Kme ≈ 0.3,
Ã��IÈ��PÁ�Ì�xuÑ�È Ñ ÄRÐ³È ÇRÍ�ÄVË�Î�ÄuÊu�

(0.283)Ì�Ê>ÌoÎoÌ�Ê�É�Á&��Î�È�Êu�
(0.25)

xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌoÓoÊ�
x��Í���ÐuÌ�Ê>Ì(ÇVÁ]ÈaÅ|ÉaÊ>Ì¸Ï¸Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈ��(Ê�ÉaÇ
�G�aÉ���~oÍoÌ
t > 0.1

~oÍoÌ(�
ÎoÌ�Ê�ÉaÄ
�4xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ�Äb~�ÈaÍ|Ó�Ë�Ñ�É*Í]É�x³ÊEÄRÍ]É4È0�PÁdÉaÇ
��Ì�~�È*Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á�Ì¸


��Á�Ó Ì�ÁoÁ�ÂlÇ
��Í]ÉPÒoÌoÌÅ~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇ³É���ÑoÍ���~oÎ�ÄRÎoÌoÓ Å�Ì(}�Í�ÄRÅ�Æ�} Ç
��Í���Ñ��0��Í Í]ÉaÇuÇuÊEÈ���ÍoÌ�Ê Ì�x³ÈPÁ�ÌoÎoÌoÌ
§���ÎoÑoÒoÌoÌ��IÈaÑ�É*Å)��ÍoÌ�~�È�ÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|É��IÄVÁ&��ÎoÆ�Ä�ÊEÈ�ÊEÄRÎ��aÉ4Å�Í�ÄuÊEÄRÎoÌ¸


³�É�ÍoÌ�Ç�
&�G~oÍ�ÄVË]Ç
�aÉPÅaÁ]ÄRÎ]ÉC§���ÎoÑoÒoÌoÓJ�IÈaÑ�É!Î]É�Î]ÉuÃ]É�Á&��Î�È�Ê Ô+�aÉ�~�Ä$Í]É�xuÅ�Ì���ÌoÓ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ¹Ï
Kme ≈ 1



yEÌ�Ç�
���~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉaÄ
� Î]ÉuÃ]É�Á&��ÎoÆ¬� Ô+�aÉ�~ È0�� ¸ÄVË�ÌoÎ�ÄRÎoÌoÓ-Å�Ì(}�Í�Ä
� Ì©§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌoÓ-ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ��

�G�aÉ��aÎ�È���Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆ�Ï
Kme ≈ 2.36



ª ÍoÌ�Ç�
E�1>"Ì�x³È0�aÍ]É��!ÉaÄ
������Ä!Ç+§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÎ���Â5ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎ���Â Ç
��Í���Ñ��0��Í��IÏxÓoÇRÎ�È?Å�Ì�Ë��

ÎoÆ¬�½Å�Ì(}�Í��4Ì�ÊEÄuÄ
�4Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á&��ÎoÆ¬��Í]É�x³ÊEÄRÍ®~�ÈaÍ|Ó�Ë�Ñ�É*Í]É�x³ÊEÄRÍ]É4È0�PÁdÉaÇ
��Ì
l = 4π

Ï
Kme ≈ 0.235
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t = 7.65 · 10−4.
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t = 2.90 · 10−2.
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þ�ò'ÿ���ô�B���@�(��1ñ'ò��-ò-òC������'-ó-ò-ò�����'0ï����-ò
t = 2.29 · 10−1.
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�IÇjÓ�~�ÈaÅIÄ��
Ë]ÄRÎoÌ�Ä$Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈaÐ³È"Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ

lme = π/Kme
~oÍoÌðË]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�ÈJ��ÈPÁ&�0�!È��½Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸


¨L��Í�Ä�}oÊEÄRÍoÎ�È�Ê-Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÌðÅ�Ì(}�Í�ÄRÅIÈ��BÊ�ÉaÇ
�G�aÉ��w��ÊEÄRÎ��0�*ÉaÄ
�IÇjÓðÇ¢Í�È�Ç
�IÈ�Ê-Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì�~oÍoÌ(�
ÊEÄRÍoÎ�È�~�È9Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Êu��x�ÉPÑ�ÈaÎ�� Ñ�ÈaÍoÎoÓ Ë�ÅIÄRÎ]É�Ë�Ò]É��IÈ�� Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÌ(Ì��IÄRÃ�ÄRÎoÌ�Ä"Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ì��IÇjÓ���ÈPÁ]ÄuÄ"ÊEÄVÁ��
Ñ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ê�
²È*ÏzÎ]ÉaÈ0��ÈaÍ�È��PÏ�Å-Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È�Ê Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÌ Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈ�� Ê�ÉaÇ
�G�aÉ�� Ì�ÊEÄuÄ
�¢�IÄRÎ�Ë]ÄRÎoÒoÌoÂ
Ñ7Í�È�Ç
�0�½Ì3~oÍoÌ�Ë]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�È���ÈPÁ&�0�!È�� Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì�~oÍoÌoÎoÌ�Ê�ÉaÄ
��xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌoÓ3~�ÈaÍ|Ó�Ë�Ñ�É?Í]É�x³ÊEÄRÍ]É
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È0�PÁdÉaÇ
��Ì¸
n�²�IÇRÂzËdÉ(ÇVÁ]ÄVË&�IÄ
�PÏ²Ã��IÈ�Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎoÆ�Ä9Í�Ä
�!ÄRÎoÌoÓz��ÈPÁ]ÄuÄ9ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ä7ÌÞÈ0�PÁdÉ�ËdÉPÂ��
��ÈPÁ&�0�!Ä
�½ÐjÁdÉ�Ë�Ñ�È�Ç
�0��Â!


Dbm«øFEwruÒGÐ:èwá Ï¤Ò�Î¬èwÎnÏ¤Ð:våvûÐ�r�äGEwruèwÑ¬Ð:ú9èwá

¨ Ô+�IÈ�ÊÞÍ]É�xRË]ÄVÁ]Ä4ÅIÄ
xRË]Ä
α = 0.25.

�²�IÊEÄRÃ�ÄRÎoÎ�È�ÄC��ÑoÍ���~oÎ�ÄRÎoÌ�Ä*Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈaÐ³È½Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ½ÇRÅ�Ó(x�ÉPÎ�ÈoÏ
ÈaÃ�ÄRÅ�Ì�Ë�Î�ÈoÏ]Ç9~�È��IÈaÑ�È�Ê ÑoÌoÎ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È���ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ½Ì�x�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ*Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ9Ñ���ÈPÁ&�0��Ì�Ê Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉaÊ�


­mÄuÈaÍ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ�Ä�Í]ÉaÇuÇuÊEÈ���Í�ÄRÎoÌoÓµ~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉPÂ��PÏ�Ã��IÈ-Å-Ë�Å0��ÊEÄRÍoÎ�È����0��Í&����Á]ÄRÎ���Î�È�Ç
��ÌÞË]ÈPÁ&�*ÎoÆ
Ç
���!ÄuÇ
��ÅIÈaÅ|É��0�9Ë�Å|É½ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ�ÈaÎoÎoÆ�}(ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�ÁdÉ�ÇuÈ9Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Ê>Ì�x�ÉPÑ�ÈaÎ]ÉaÊ>Ì

k−5/3 Ì k−3,
~�È½Ñ�È��IÈ��

ÍoÆ�Ê7Í�Ä³É�Á�Ì�x+��Â��IÇjÓ*Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÎoÆ�Än~oÍ�ÈaÒ�ÄuÇuÇRÆL~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�Ç³ÉlÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ4Ì*ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸
0�lÍoÌoÃ�ÄuÊ Î]É�~oÍ]ÉPÅaÁ]ÄRÎoÌoÓ
~�È��IÈaÑ�ÈaÅ�Ïu~�ÄRÍ�ÄRÎ�È�ÇjÓ(��Ì(} ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0��Â���Ì�Ä?ÑoÅ|É�Ë�Í]É���ÌoÃoÎoÆ�ÄðÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎoÆ Ì�xðÊ�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ9Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ¸Ï
Í]É�xRÁ�ÌoÃoÎoÆ���È0�aÍ]É���ÎoÆ¬���ÿÑoÍ]ÉaÇRÎoÆ¬�.�EÑ�ÉaÇRÑ�É�ËBÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌðÈ0��ÄuÇ
~�ÄRÃoÌoÅ|ÉaÄ
�w~�ÄRÍ�ÄRÑ�ÉuÃoÑ��"ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ?ÑJ��ÈPÁ&�0��Ì�Ê
Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉaÊ�ÏdÉw~oÍ|ÓoÊEÈ��9Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë�ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ9È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄ
�"Ë�Ì�ÇuÇRÌ�~]ÉPÒoÌoÂ ���³���Z


¥�Ä
�IÈuË�ÌoÑ�É�Å�Æ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÌoÓ È�ÇRÍ�ÄVË�Î�ÄRÎoÎoÆ�}�~�È�Å�Í�ÄuÊEÄRÎoÌ¢~oÍ�È�Ç
��Í]ÉPÎ�Ç
��ÅIÄRÎoÎoÆ�} ÈuË�Î�È�ÊEÄRÍoÎoÆ�} Ç
~�ÄRÑ(�
��Í�ÈaÅ�È�~oÌ�Ç³ÉPÎ]ÉBÅ©���1>��Z
�³$Ä+��ÈPÁ&�0��Ì�Ä4��Ã]ÉaÇ
��ÑoÌ-Ç
~�ÄRÑ���Í]É�ÏmÈ���ÅIÄRÃ]ÉPÂ���Ì�Ä4Å�Æ�ÇuÈaÑoÌ�Ê ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�Ê ÃoÌ�ÇVÁdÉaÊ
Î]É*ÍoÌ�Ç�
m����{d�³�*Î�Äb~�ÈaÑ�É�x�ÉPÎoÆ Ì�x
�ìx�É*Ì(}BÎ�ÄRÌoÎ&§�ÈaÍ�Ê�É���ÌoÅ�Î�È�Ç
��Ì7Å�Å�Ì�Ë&�BÌ�ÇRÑ�É���ÄRÎoÌoÓ�ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎoÎoÆ�Ê>Ì�Ô1§9�
§�ÄRÑ��aÉaÊ>Ì�� �P���Z


³�É�ÍoÌ�Ç�
d����Ì�x³È0�aÍ]É���ÄRÎ½ÈuË�Î�È�ÊEÄRÍoÎoÆ¬���
x � Î]É�~oÍ]ÉPÅaÁ]ÄRÎoÌ�Ä��a~oÍ�È�Ç
��Í]ÉPÎ�Ç
��ÅIÄRÎoÎoÆ¬�9Ç
~�ÄRÑ���ÍðÇRÑ�ÈaÍ�È��

Ç
��Ì�~oÍoÌ
r = 6·103. H ÇRÎ�È�Å�Ì�Ë�ÎoÆ(ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ�ÈaÎoÎoÆ�Ä²ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á�Æ-ÇuÈ¢Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Ê>ÌGx�ÉPÑ�ÈaÎ]ÉaÊ>Ì k−5/3 Ì k−3,ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0��Â���Ì�ÄlÈ0�aÍ]É���Î�È�Êu�"Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë&�?ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌðÌJ~oÍ|ÓoÊEÈ�Êu�4Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë&�?ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸
�³�É�ÍoÌ�Ç�
d����{d�³�

kg
ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��Å0�IÄ
� ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�Êu��ÃoÌ�ÇVÁ&��Î]ÉPÌ&��ÈPÁ]ÄuÄ¡�aÆ�Ç
��Í�ÈaÍ]ÉaÇ
�0���!ÄRÐ³È�~�È½Á�ÌoÎ�Ä
�oÎ�È����IÄuÈaÍoÌoÌ-ÅIÈ�x³Êu�'�

�!ÄRÎoÌoÓ¹
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Обратный
каскад

энергии

Прямой
каскад

энстрофии

þ�ò'ÿ��&ô�ô���9:��
�'����Cÿ�'�������ÿ��1ò����-ò
r = 6 · 103.

³�É�ÍoÌ�Ç�
��³	¢ÈuË�Î�È�ÊEÄRÍoÎoÆ¬�"Ç
~�ÄRÑ���Í!ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì*Ì�x³È0�aÍ]É���ÄRÎC~oÍoÌ
r = 3·104. H ÇRÎ�È¢Å�Ì�Ë]ÄRÎ*È0�aÍ]É���ÎoÆ¬�Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë(ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ(ÇuÈðÇ
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Êµx�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Ê

k−5/3.
³$È?ÅBÈ0�PÁdÉaÇ
��Ì���ÈPÁ]ÄuÄ!Å�Æ�ÇuÈaÑoÌ(}7ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�}7ÃoÌ�ÇuÄVÁ

Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È��®x�ÉPÑ�ÈaÎ9ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$Ì��oÎ�ÈaÐ³È4Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ
k−3 ��Í]ÉPÎ�Ç+§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|É�Á]ÇjÓ9ÅC��ÈPÁ]ÄuÄ�~�ÈPÁ]ÈaÐuÌ�� k−2.6.³�É*ÍoÌ�Ç�
K�³�)~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎ�}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÎoÆ¬�7Å�Ì�Ë7Ç
~�ÄRÑ���Í]É?ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì3~oÍoÌ9Å�Æ�ÇuÈaÑ�È��7Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì

Ç���Ì�~oÌoÃoÎoÆ�Ê Î]É�~�ÈPÁ�Î�ÄRÎoÌ�ÄuÊ ËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ��7ÄRÐ³È*Ã]ÉaÇ
��Ì½Ì½ÇuÈ4Ç
~]É�ËdÉPÎoÌ�ÄuÊL~�Èwx�ÉPÑ�ÈaÎ��
k−2.6.­mÄ
~�ÄRÍ��9Í]ÉaÇuÇuÊEÈ���ÍoÌ�Êµ~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ����IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È9Ç
~�ÄRÑ���Í]É¡~oÍoÌ���ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ(Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃ(�

Î�È�Ç
��Ì¸
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kg=10.43

Обратный каскад энергии

þ�ò'ÿ��&ô
õ���9:��
�'����Cÿ�'�������ÿ��1ò����-ò
r = 3 · 104.
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kg=10.62

þ�ò'ÿ��&ô�$���9:��
�'����)ÿ�'�������ÿ��1ò����-ò
r = 3.4 · 104.

�lÍoÌ
750 6 r 6 2000

Å�ËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ��½Ã]ÉaÇ
��Ì¡�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È*Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Å�Ì�Ë]ÄRÎ¡��Ã]ÉaÇ
�IÈaÑðÇuÈ
Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Ê®x�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Ê�|zÈPÁoË&�*Ì]ÉPÎ�È�{������'}|ÈaÅ|Éw� |n���

k−1.4,
Ã��IÈ�Ì�ÁoÁ�ÂlÇ
��ÍoÌoÍ��IÄ
�lÇ
~�ÄRÑ���Í��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ

Î]É!ÍoÌ�Ç�
¸�R��

³$ÈG~oÍoÌ

r = 2 · 103 ~oÍ�ÈaÌ�Ç�}|ÈuË�Ì��C~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�Éw�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È4Ç
~�ÄRÑ���Í]É�Ï�Ì¡~oÍoÌ 2 · 103 < r 6
6 6 · 103 ÅðËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ��(Ã]ÉaÇ
��Ì(Ç
~�ÄRÑ���Í]É�~�È³Ó�ÅaÁ�ÓoÄ
�IÇjÓ���Ã]ÉaÇ
�IÈaÑ�ÇuÈ½Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎoÆ�Êµx�ÉPÑ�ÈaÎ�È�Êp|²Ô+���
Ã�ÄVÁ]ÈaÍ]É

k−1 �ÿÍoÌ�Ç�
¸�³�-�V

�lÍoÌ�ËdÉ�Á&��Î�Ä
���!ÄuÊ���ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ!Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì)~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ&��Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È�x�ÉPÑ�ÈaÎ]É¢Î]ÉzËoÁ�ÌoÎoÎ�È��

ÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈ�ÊL��Ã]ÉaÇ
��Ñ�Ä��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È"Ç
~�ÄRÑ���Í]É*ÇuÈaÅIÄRÍ��*ÉaÄ
�4Ñ�ÈPÁ]Ä+�IÉPÎoÌoÓ½Å!ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á]Ä
[0.7, 1]

Ï]ÇlÎ]ÉPÌ(�
��ÈPÁ&�0�!Ä
�½ÅIÄRÍ�È³Ó(��Î�È�Ç
�0��ÂI~oÍoÌoÎoÌ�Ê�ÉPÓ�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ�Äw>�
 ��


yEÌ�Ç�
]�³��~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉaÄ
�PÏ�Ã��IÈ�~oÍoÌC��ÅIÄVÁ�ÌoÃ�ÄRÎoÌoÌ"Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¡~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ&�!Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³Èbx�ÉPÑ�ÈaÎ]É
ËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³È?Ç
~�ÄRÑ���Í]É)�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ È�~oÍ�ÄVË]ÄVÁ�ÓoÄ
�IÇjÓ9Çb��ÈPÁ&�0�!Ä
���IÈaÃoÎ�È�Ç
�0��Â!


�$ÈuË]È0�aÎ]ÉPÓ�~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�É4�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³ÈBÇ
~�ÄRÑ���Í]É4Î]É��PÁ�ÂzËdÉ�ÁdÉaÇ
�ðÅJ§$Ì�xuÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ3�PÁ�Ì�xuÑ�È���x�É��
ËdÉuÃ�Ä�È*Ñ�ÈaÎoÅIÄRÑoÒoÌoÌ�Å4ÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&��Î�È�� Ê>ÆzÁ&��Î�È��®~�Á]ÄRÎoÑ�Ä�~oÍoÌ�~�ÈuË]ÈaÐuÍ�ÄRÅIÄ�ÇRÎoÌ�x+��� �����ZÏ]É!Ì�ÊEÄRÎoÎ�Èo�&~oÍoÌ
Í]É�xuÎ�È�Ç
��ÌC�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��Í

dQ < 48
	òËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ¬�ðÇ
~�ÄRÑ���ÍC�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ ÇuÈ�È���ÅIÄ
�IÇ
��ÅIÈaÅ|É�ÁJx�ÉPÑ�È��

Î��)|n�
k−1.4,

É9~oÍoÌ
dQ > 48

	 � x�ÉPÑ�ÈaÎ��C|²Ô+��Ã�ÄVÁ]ÈaÍ]É k−1.
ª¢Å0�IÈaÍoÆp� �����xÇRÅ�Ó(xuÆ�Å|ÉPÂ���~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ��

�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È?Ç
~�ÄRÑ���Í]É*Çb§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�ÄuÊ ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎ�È��7Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ¹
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þ�ò'ÿ��&ô�/���9:��
�'����C��
�����
��'ï��������7���-ò
r = 1.25 · 103.
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þ�ò'ÿ��&ô16���9:��
�'����"��
�����
��'ï��������7���-ò
r = 3 · 103.

�$ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ&��Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³Èbx�ÉPÑ�ÈaÎ]ÉlÑ�ÈaÍ�È���Ñ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³È!Ç
~�ÄRÑ���Í]É9�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ Å$Î]ÉaÇ
�IÈ³Ó(�!Ä
�4Í]É��
��È��IÄ:~oÍoÌoÎoÌ�Ê�ÉaÄ
��xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌoÓ�Ì�x°ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�ÁdÉ

[−5.2,−3]
Ï�É�Å�� ������Ô+�IÈ��¢ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á!Î�ÄuÇRÑ�ÈPÁ&��Ñ�È$ÊEÄRÎ��0�!Ä �

[−4.2,−3]



³�É4ÍoÌ�Ç�
>��
)~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎ]É4Ë�Ì]ÉPÐuÍ]ÉaÊEÊ�É4~�ÈPÁ&��Ã�ÄRÎoÎoÆ�}�Å?Í]ÉaÇRÃ�Ä
�aÉ�}7Ç
~�ÄRÑ���Í�ÈaÅ � ~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ]Ä
��Ç
�IÄ��~�ÄRÎoÎoÆ�}�x�ÉPÑ�ÈaÎ�ÈaÅV�¯��Ê>Î�È1��ÄRÎoÎoÆ�} Î]É −1
�lËoÁ�ÌoÎoÎ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�} Ç
~�ÄRÑ���Í�ÈaÅ ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì Ì©�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆ

Ì½Ñ�ÈaÍ�È���Ñ�ÈaÅIÈPÁ�Î�ÈaÅIÈaÐ³ÈðÇ
~�ÄRÑ���Í]É4ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì¸Ï&~oÍ�ÄVË]Ç
�aÉPÅaÁ]ÄRÎoÎoÆ�}9Ñ�ÉPÑ®§���ÎoÑoÒoÌoÓðÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸

È9x½ÍoÌ�Ç�
¢��
�Å�Ì�Ë�Î�ÈoÏ�Ã��IÈ Å Ë�Ì]É�~]É�x³ÈaÎ�Ä�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌ��òÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì

4 · 103 6 r 6 104 Í�Ä³É��
Á�Ì�x+��Â��IÇjÓ�ÈuË�Î�ÈaÅ�Í�ÄuÊEÄRÎoÎ�È9È0�aÍ]É���ÎoÆ¬�(Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë(ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ�Ì�~oÍ|ÓoÊEÈ���Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë-ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸
�¨ ÌoÎ�ÄRÍoÒoÌ(�
ÈaÎoÎ�È�Ê ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�Á]ÄC~oÍ|ÓoÊEÈaÐ³ÈBÑ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉBÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ(Ç
~�ÄRÑ���Í(ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì-ÇVÁ]ÄVË&�IÄ
�9Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Êu��x�ÉPÑ�ÈaÎ��
k−β , 2.9 6 β 6 3.1

Ï¦�PÁ�Ì�xuÑ�È�Êu�7Ñ
k−3.

�lÍoÌ
r > 104 Å�Ì�Ë�Î]ÉJ�IÄRÎ�Ë]ÄRÎoÒoÌoÓ Ñ3�IÇ
�aÉPÎ�ÈaÅaÁ]ÄRÎoÌoÂ ÄVË�ÌoÎ�È��

Ð³È9ÅIÈ9ÅIÇuÄuÊ Ç
~�ÄRÑ���Í�ÄðÇ
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È3x�ÉPÑ�ÈaÎ]É�Ïu�PÁ�Ì�xuÑ�ÈaÐ³È7Ñ
k−2.6 ÏmÌ-È0�aÍ]É���ÎoÆ¬� Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ ÓoÇRÎ�È

Ì�Ë]ÄRÎ���Ì&§$ÌoÒoÌoÍ��IÄ
�IÇjÓBÁ�Ì��G�!Ô+~oÌ�x³ÈuË�ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ©�ÿÎ]É�~oÍoÌ�ÊEÄRÍ¸Ï�~oÍoÌ
r = 3 · 104 Î]É�ÍoÌ�Ç�
x�³	-�V
(�lÍoÌ���ÈPÁ&�0�!È��

Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì7Ç
~�ÄRÑ���Í�ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì®~oÍoÌ�È0�aÍ�Ä
�aÉaÄ
�4}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÎoÆ¬�9Å�Ì�ËmÏ�~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎoÎoÆ¬��Î]É�ÍoÌ�Ç�
¸�³��
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���
������! ,(�ï�'�������)I�'ñ�0bÿ�'�������ÿ��1ò9ò,��
�����
��'ï��������J'0ï�'>������'-ó-ò-ò>�'ï1��'��-ò��1ò�*�����ÿ��1ò#�

�²�IÊEÄRÃ�ÄRÎoÎ]ÉPÓ�~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�ÉðÇ
~�ÄRÑ���Í]É"ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì�~oÍoÌ
r ≈ 104 ~�ÈuË]È0�aÎ]É4~�ÈPÁ&��Ã�ÄRÎoÎ�È��7Å"ÃoÌ�ÇVÁ]ÄRÎ(�

ÎoÆ�}�Ì�ÇuÇVÁ]ÄVË]ÈaÅ|ÉPÎoÌoÓ�}¡���1��Ï 	0>�Ï 	�����Ì�ÔuÑ�Ç
~�ÄRÍoÌ�ÊEÄRÎ��IÄ�� 	P����Ì!È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ]ÄRÎ]É�§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�ÄuÊ�ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ��
�G�aÉ��aÎ�È��"Å�Ì(}�Í�ÄRÅIÈ��"Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆV�IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ¹
-È���ÈPÁ]ÄuÄ¬�IÈaÐ³È��aÉPÑ4Ñ�ÉPÑ4~oÍoÌ

r > 104 ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎ]ÉPÓ
Ç
��Í���Ñ��0��Í]Éb~�ÈPÁ�Ó"ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��ÌJ����Ä�Ç+§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎ]É�Ï'�IÈ�Å�Å�Ì�Ë&�)~oÍ�ÄRÎ�Ä+�aÍ�Ä
�*Ì�ÊEÈ!Ê�É�Á]È��"Ë�Ì�ÇuÇRÌ�~]ÉPÒoÌoÌ?Î]É
��ÈPÁ&�0��Ì(}ðÊ�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ�}ðÔuÎ�ÄRÍoÐ³Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�ÉPÓBÍ�ÈPÁ&�*È0�aÍ]É���Î�ÈaÐ³È!Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ�Ï�ÇRÅIÄVË�ÓoÇ
��Á�Ì��G�!ÑJ~�ÈuËoË]ÄRÍ'�!ÉPÎoÌoÂ
ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎ�ÈaÐ³È�~�ÈPÁ�Ó ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì¸Ïa~]É�ËdÉaÄ
�P
�±�Ë�Í���Ð³È�� Ç
�IÈaÍ�ÈaÎoÆ�Ï�ÇBÍ�È�Ç
�IÈ�Ê Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì
Ë�Ì�ÇuÇRÌ�~]ÉPÒoÌoÓ�Í]ÉaÇ
�IÄ
�½Ñ�ÉPÑ

r1.3 ���1>���Ì Ô+�IÈ�~oÍoÌoÅIÈuË�Ì��½Ñ��IÇRÌ�Á]ÄRÎoÌoÂ ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$Ì��oÎ�ÈaÐ³È½Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ�Ï¸Ã�ÄRÍ�Ä
x
Ñ�È��IÈaÍoÆ¬� ÈaÎ]É�Í�Ä³É�Á�Ì�x+�IÄ
�IÇjÓ¹
¬­KÉPÑoÌ�Ê È0�aÍ]É�x³È�Ê�Ï²È�ÇVÁdÉ��PÁ]ÄRÎoÌ�Ä È0�aÍ]É���Î�ÈaÐ³È-Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ-ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌòÌz�IÇRÌ(�
Á]ÄRÎoÌ�Ä�~oÍ|ÓoÊEÈaÐ³È Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ7ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¢~oÍoÌoÅIÈuË�Ó(�(Ñ Í]ÉaÇ
��ÌoÍ�ÄRÎoÌoÂ È0�PÁdÉaÇ
��Ì Ë]Ä
��Ç
��Å�ÌoÓ¢~�È�ÇVÁ]ÄVË�Î�ÄRÐ³È
Ì-È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄ
�3�IÄRÎ�Ë]ÄRÎoÒoÌoÂí�IÇ
�aÉPÎ�ÈaÅaÁ]ÄRÎoÌoÓ ÄVË�ÌoÎ�ÈaÐ³È�Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�ÈaÐ³È®x�ÉPÑ�ÈaÎ]É�
a�²��Ñ�Á]ÈaÎ�ÄRÎoÌ�Ä?ÄRÐ³È�~�È��
Ñ�É�x�É��IÄVÁ�Ó7Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÌ7Î]É

13%
È��J~�ÈaÑ�É�x�É��IÄVÁ�Ó Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÌ�ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$Ì��oÎ�ÈaÐ³È?Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ�� −2.6

ÅIÊEÄuÇ
�IÈ −3
�VÏ
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��Ç
��Å�Ì�ÄuÊ ÈuË�Î�ÈaÅ�Í�ÄuÊEÄRÎoÎ�È*Ç
���!ÄuÇ
��Å0��Â���Ì(}C~�È��IÈaÑ�ÈaÅ!ÔuÎ�ÄRÍ(�
ÐuÌoÌòÌ ÔuÎ�Ç
��Í�È0§$ÌoÌ¸Ï°Å(Í�Ä
x+��Á&���aÉ��IÄ7Ã�ÄRÐ³È(Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È��ãx�ÉPÑ�ÈaÎÞÔuÎ�Ç
��Í�È0§$Ì��oÎ�ÈaÐ³È(Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ©x�ÉaÊEÄRÎoÓoÄ
�IÇjÓ
��ÈPÁ]ÄuÄ�~�ÈPÁ]ÈaÐuÌ�Ê�ÏPÎ�È²~oÍ�È�Ç
��ÌoÍ]ÉPÂ���Ì�ÊEÇjÓ!Å�È0�PÁdÉaÇ
�0�lÅIÈPÁ�Î�ÈaÅ�Æ�}�ÃoÌ�ÇuÄVÁmÏaÊEÄRÎ��0��Ì(}�Ã]ÉaÇ
�IÈ���Æ Ð³ÄRÎ�ÄRÍ]ÉPÒoÌoÌ¸


�$ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�É��IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÎ�ÈaÐ³È$Ç
~�ÄRÑ���Í]É²~oÍoÌ
r ≈ 2·103 �aÉPÑ���Ä�§$Ì�xuÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ!È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ]ÄRÎ]É9§�ÈaÍ(�

Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�ÄuÊ ÑoÍ]ÉaÇRÎ�ÈaÐ³È½Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉ½ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ¸
¤�lÍoÌ�Î�ÄVË]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�È3��ÈPÁ&�0�!È���Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì ÑoÍ]ÉaÇ��
ÎoÆ¬� Ñ�ÉaÇRÑ�É�Ë-Ä
�!Ä�Î�Ä!Ç+§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎ¸ÏxÌ Î]ÉJ��ÈPÁ&�0��Ì(}7Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��IÉ�} Ç
���!ÄuÇ
��ÅIÄRÎoÎ]É?Í�ÈPÁ&��~�ÁdÉPÅ0��Ã�ÄuÇ
��Ì¸Ï
Ã��IÈ�Ì�È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄ
�$Ç
~�ÄRÑ���Í�|n�

k−1.4.
³$È�Çu~�ÈaÅ�Æ¬�!ÄRÎoÌ�ÄuÊ9Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì�ÔuÎ�ÄRÍoÐ³Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�È�Ä�xuÎ]É��

Ã�ÄRÎoÌ�Ä�ÑoÍ]ÉaÇRÎ�ÈaÐ³È�Ñ�ÉaÇRÑ�É�ËdÉn�IÇRÌ�Á�ÌoÅ|ÉaÄ
�IÇjÓ¹
�|°ÁdÉPÐ³ÈuËdÉPÍ|Ó�ÄRÐ³ÈzË]Ä
��Ç
��Å�ÌoÂ¢~oÍ�ÈaÌ�Ç�}|ÈuË�Ì��9~�ÄRÍ�ÄRÑ�ÉuÃoÑ�É�ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÌ
~���Á&�IÇ³ÉPÒoÌ���ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì�Å²��ÈPÁ&�0��Ì�Ä�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÆ�Ï1~�ÈPÁ]Ä�ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì!Ç
�aÉPÎ�ÈaÅ�Ì��IÇjÓ�ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ê®~oÍoÌ
È���Î�È�ÇRÌ��IÄVÁ&��Î�È�ÎoÌ�xuÑ�È�Ê���Í�ÈaÅ�Î�ÄC~���Á&�IÇ³ÉPÒoÌ��¸ÏmÌ�ÅIÈ�xuÎoÌoÑ�ÉaÄ
���aÉPÑ(Î]É�xuÆ�Å|ÉaÄuÊ>Æ¬� Å�Ó(xuÑ�ÈaÑ�ÈaÎoÅIÄRÑ���ÌoÅ�ÎoÆ¬�
ÌoÎ��IÄRÍoÅ|É�ÁmÏ²ÐjË]Ä®~���Á&�IÇ³ÉPÒoÌoÌz�IÄuÊu~�ÄRÍ]É��0��ÍoÆÅ��~oÍ]ÉPÅaÁ�Ó�Â��IÇjÓ ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎoÆ�Ê¾~�ÈPÁ]ÄuÊ5ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì¸Ï
Ã��IÈ*Ì½È0���IÇVÁ]ÈaÅaÁ�ÌoÅ|ÉaÄ
�J~�È³Ó�ÅaÁ]ÄRÎoÌ�Ä�Ç
~�ÄRÑ���Í]ÉC|²Ô+��Ã�ÄVÁ]ÈaÍ]É

k−1 ���³���Z
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�¢Ã�ÄRÅ�Ì�Ë�Î�ÈoÏmÃ��IÈ�§�ÈaÍ�Ê>ÌoÍ�ÈaÅ|ÉPÎoÌ�Ä4ÑoÍ���~oÎ�È�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ��aÎ�È�� Ç
��Í���Ñ��0��ÍoÆß~�ÈPÁ�Ó�ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ì-Ì(ÇRÅ�Ó(x�ÉPÎ(�
Î�È�Ä�Ç$ÎoÌ�Ê¢~�È�Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Ä�Å�Ñ�Á�Â�Ã�ÄRÎoÌ�Ä���ÈPÁ&�0��Ì(}½Ê�ÉaÇ
�G�aÉ���ÈaÅ4Ë]ÈPÁ&�*Î�È"È���Í]É��!É��0�IÇjÓ9ÅCx�ÉPÅ�Ì�ÇRÌ�ÊEÈ�Ç
��Ó�}
ÇRÍ�ÄVË�ÎoÌ(}BÅIÄVÁ�ÌoÃoÌoÎ�È��*Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì3~oÍoÌBÍ]É�xRÁ�ÌoÃoÎoÆ�}

α.³�É�ÍoÌ�Ç�
x�1��~oÍoÌoÅIÄVË]ÄRÎoÆ Å�Ë�ÅIÈ��oÎoÆ�}"Á]ÈaÐRÉPÍoÌ&§�Ê>ÌoÃ�ÄuÇRÑoÌ(}BÑ�È�ÈaÍIË�ÌoÎ]É��aÉ�}�~���Á&�IÇ³ÉPÒoÌoÌðÅIÄRÍ���ÌoÑ�É�Á&���
Î�È��-ÇRÑ�ÈaÍ�È�Ç
��Ìã�¯~oÍoÌ

z = 0
��Ñ�ÉPÑ©§���ÎoÑoÒoÌoÌ Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì�~oÍoÌ�Í]É�xRÁ�ÌoÃoÎ�È��(ËoÁ�ÌoÎ�Ä4È0�PÁdÉaÇ
��Ì�~�È

Ð³ÈaÍoÌ�x³ÈaÎ��aÉ�Á�Ì
l = π/α.

��ÉPÑ�Ì�Î]É?ÍoÌ�Ç�
m��Ï¹Å�Ì�Ë�Î�È�~�È�Ç
�IÄ
~�ÄRÎoÎ�È�Ä4Å�Ñ�Á�Â�Ã�ÄRÎoÌ�Ä4��ÈPÁ&�0��Ì(}�Ê�ÉaÇ
�G�aÉ���ÈaÅ
~oÍoÌ

r = 103 ��ËoÁ�ÌoÎoÆ5È0�PÁdÉaÇ
��Ì
l = π/1 = π

Î�ÄVË]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�È'��Ì
r = 6 · 103 � l = π/0.5 = 2π �Î�ÄVË]È�Ç
�aÉ��IÈaÃoÎ�È'�V
&�²��Î�È�ÇRÌ��IÄVÁ&��Î�È���ÈPÁ]ÄuÄ�ÇVÁdÉ��IÉPÓ)~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑ�Éb~oÍoÌ
r = 1.7 ·104 Î]ÉlÍoÌ�Ç�
��1��Î�Ä�Å�Ì�Ë�Î]É�
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α
�

³�É9ÍoÌ�Ç�
z�1�®~oÍ�ÄVË]Ç
�aÉPÅaÁ]ÄRÎ]É ÑoÌoÎ�Ä
��ÌoÃ�ÄuÇRÑ�ÉPÓ ÔuÎ�ÄRÍoÐuÌoÓ Î]É�ÄVË�ÌoÎoÌoÒ��(ËoÁ�ÌoÎoÆ È0�PÁdÉaÇ
��Ì
Ek/l, l =

= π/α
Ñ�ÉPÑ�§���ÎoÑoÒoÌoÓBÎ]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì3~oÍoÌ½Í]É�xRÁ�ÌoÃoÎoÆ�}

α.
´$Ä
��Ñ�È"Å�Ì�Ë�ÎoÆp~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑoÌ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ

~oÍoÌ
r = 6 · 103 Ì r = 1.7 · 104 

¨¾�IÈ���ÄBÅ�Í�ÄuÊ>Ó ÍoÌ�Ç�
°	0>3~�ÈaÑ�É�xuÆ�Å|ÉaÄ
�PÏ²Ã��IÈ Î]É7ÌoÎ��IÄRÐuÍ]É�Á&��Î�È��V}�ÉPÍ]ÉPÑ��IÄRÍoÌ�Ç
��ÌoÑ�Ä��IÄ
~�Á]È�È0��ÊEÄ��

Î]É � ÃoÌ�ÇVÁ]Ä�³9�IÇuÇuÄVÁ&���aÉ � È��IÊEÄRÃ�ÄRÎoÎoÆ�Ä�~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑoÌ½È���Í]É��!ÉPÂ��IÇjÓ¡��ÈPÁ]ÄuÄ�Ê>Ó�ÐuÑ�ÈoÏ�È�~�È�ÇRÍ�ÄVË]ÈaÅ|ÉPÎoÎ�Èo

�²�IÊEÄRÃ�ÄRÎoÎoÆ�Ä*Å�Æ¬�!ÄG~�ÄRÍ�ÄuÇ
��Í�È��oÑoÌ��IÄRÃ�ÄRÎoÌoÓ7Î]É��PÁ�ÂzËdÉPÂ��IÇjÓ�xRË]ÄuÇ
��~oÍoÌ���ÈPÁ]ÄuÄ!Å�Æ�ÇuÈaÑoÌ(}�xuÎ]ÉuÃ�ÄRÎoÌoÓ�}
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Î]É�Ë�ÑoÍoÌ���ÌoÃoÎ�È�Ç
��Ì¸Ï¸É*Ì�ÊEÄRÎoÎ�Èo�]ËoÁ�ÌoÎoÆ È0�PÁdÉaÇ
��Ì
l = π

Î�ÄVË]È�Ç
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r = 104 Ì l = 2π � ~oÍoÌ

r = 2 · 104.
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