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} D?C�~X���£N�����N����������§LMH��E��H��0�E�«D���¸[ÆK¸"��¸ À£Ämµo´m·U½�¿K¸£Å1³£½o¸ ¼�´m·m·U½o¸G±K¾£¿K¸[µ�À£½o´Y±KÁ�¿£¶¢Â ÃU¹GÄ
µ�Ê£ÆºÈ��M¸[ÇyÃt¸G±KÁ�¿K¸3�éÊO¹GÆO¹E±£±O´Y±O´UÊ£À£ÊK´YËO´

Π
·"Ät´UÆ£¾
¹E±KÁ�¿£¶��¡À?·U½o´U¿£¾
¹"�¡À������������"��������·U½�ÆK´��¡À£½o·�È#´UÃt¸

ÆO¹Gµ�¿K¸3�M´UÆ£¿K¸"ÄE¹GÊK¸G±K¿£À£½�ÁK���¡ËKÀ£¿K·U½�µo´U¿£¿K¸�´�Ço·Y±O¸[µ�ÀK´�·m¸�·U½o¸[À£½"µ�½o¸3�¢Åy³£½o¸�¿O¹m³O¹E±KÁ�¿O¹GÈ Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�Á"ÆO¹[·�1
Ê£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£È

ρ0
´m·U½�Ád��Çy¿£¾��£À£ÈbÅ)·UÇE�B�¡À£Æ£Ço´���¹GÈ µo¸#µo·m´�����¹GÄt¸[µo¸3� Ê£ÆK¸�·U½�ÆO¹G¿K·U½�µo´

Γ = Π × Rn
(n = dim Π)

�
� µo¸G±K²
�£ÀK´UÂ"Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�À

ρt(x, p)
ÇyÊ£ÆO¹Gµ[±KÈ£´U½�¸�¼[¶¢³£¿K¸�´)ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£ÀK´	��À£Çyµ�À
±£±KÈ�·�Çy³K´U½o¸3��ÄE¹G¾y¸[¿O¹

ÇyÊ£Æ£ÇyÃt¸[Ãt¸2¸[½�ÆO¹���´U¿£À£È,¸[½�ÃmÆO¹G¿£À��£¶
Π
�8�«µo¸[ÂK·U½�µo¸2ÆO¹Gµ�¿K¸3�M´UÆ£¿K¸[Ãt¸2ÄE¹GÊK¸G±K¿K´U¿£À£È�È
µ[±KÈ£´U½o·�È ³O¹[·U½�¿£¶��

·Y±KÇy³O¹[´�� Çy½�µo´UÆ.��ËO´U¿£À£È�¸ ��¡/�"����¢£��¤���¥������������O»ºË£±KÈ ±K²�¼�¸[Â§¦EÊ£ÆK¸�¼[¿K¸[Â�¨a��Çy¿£¾��£À£À
ϕ : Γ→ R

lim
t→±∞

∫

Γ

ρtϕd
nx dnp =

∫

Γ

ρϕ dnx dnp. © 	wª

«�´m¸[½�Æ£À��O¹G½o´Y±KÁ�¿O¹GÈ¬��Çy¿£¾��£À£È
ρ ­ ÊK´UÆ£µ�¶¢Â#À£¿£½o´UÃmÆO¹E±?ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£À£Â-ËKµ�À���´U¿£À£È-³O¹[·U½�À��#µ ÈE®�À£¾y´ ­³K´U½�¿O¹GÈ£��Çy¿£¾��£À£È�¸[½�À/�¡Ê£ÇE±KÁo·m¸[µ

p1, . . . , pn
�/��´�´m·U½o´m·U½�µo´U¿£¿K¸�À£¿£½o´UÆ£Ê£ÆK´U½�À£ÆK¸[µº¹G½�ÁI¾
¹G¾�Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�Á

µo´UÆK¸tÈ
½�¿K¸�·U½�¿K¸[Ãt¸�ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£È�µ�·m¸�·U½o¸tÈ
¿£À£Àa�����"���/�����/¯E����°0�"±�� © �X��²�¡/�"³��"±��.ªiÆO¹Gµ�¿K¸[µo´m·UÀ£Èb�3´�¸[ÆE1�¡ÇE±i¹ © 	wª¡ËO¸[¾
¹GÄE¹G¿O¹�Ë£±KÈ�µ�ÊK¸G±K¿K´'À£¿£½o´UÃmÆ£À£Æ£Ço´��¡¶	µ2·UÀK·U½o´��#·t¹"�M¸[Ãt¸�¸�¼"®�´UÃt¸�µ�À
Ëi¹�¶ 	�·h�º��¸[¿K´U³£¿K¸£Åy´m·Y±KÀ
ρ0 ∈ Lα

Åi½o¸ Ê£ÆK¸�¼[¿£¶�´X��Çy¿£¾��£À£À
ϕ
µ © 	wª'·Y±O´YËKÇo´U½ ¼[ÆO¹G½�ÁIÀ£Ä Lβ Å α−1 + β−1 = 1 ¸ ´m·Y±KÀ α = 1

Åi½o¸
β =∞ �¹�¸G±O¸@�"À/�

ut(x) =

∫

Rn
ρt(x, p)d

np; © R0ª

Ém½o¸ ­ Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�Á�³O¹[·U½�À���ÃU¹GÄE¹"µ1·m¸�·UÇEËO´�µ��M¸3�M´U¿£½�µ�ÆK´��M´U¿£À
t
�/º�·U¿K¸£Å£³£½o¸

ut > 0
À

∫

Π

ut(x)dnx = 1.

��¹���ËO¸3�¡Ç�µo´UÆK¸tÈ
½�¿K¸�·U½�¿K¸3�¡Ç"ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£²»�M¸@�"¿K¸�·m¸[ÊK¸�·U½[¹Gµ�À£½�Á�´UÃt¸�Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£² © µo¸[Ä@�M¸@�"¿K¸£Åo¼�´m·�1¾y¸[¿K´U³£¿£Çy²vªY�/��¸[ÆK¸"��¸�À£Ämµo´m·U½�¿K¸£ÅK³£½o¸¼�����/°0�@½1Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£È

−
∫

Γ

ρt ln ρt d
nx dnp

¿K´¼�M´U¿£È£´U½o·�È ·m¸�µ�ÆK´��M´U¿K´��¢��´�¸[Æ/�¡ÇE±i¹ © R0ª�ÄE¹EËi¹[´U½�¸mËKÀ£¿ À£ÄI´m·U½o´m·U½�µo´U¿£¿£¶	µÏ·UÊK¸�·m¸�¼�¸[µ¬�"±¾�O¿0��¡����/��½Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�À§��À ³O¹[·U½�¿K¸�·U½�À§ÅÁ±¾�O¿0���@½4Âw�/�Ã�O��²/��½ © µ"¾y¸[¿/��À£ÃmÇyÆO¹��£ÀK¸[¿£¿K¸3�BÊ£ÆK¸�·U½�ÆO¹G¿K·U½�µo´wª

st = −
∫
ut lnut d

nx, © �0ª
µo¸�¸�¼"®�´2Ãt¸[µo¸[ÆºÈbÅ¡¿K´UÊK¸�·U½o¸tÈ
¿£¿O¹GÈ¬��Çy¿£¾��£À£È-µ�ÆK´��M´U¿£À§�H´�¸[Æ/�¡ÇE±i¹ © �0ª�ÄE¹EËi¹[´U½Ä¿0¥"�Å¡/Æ0�/¿0ÇéÉm¿£½�ÆK¸[Ê£À£²��È�¹[·U½o¸ À£¿£½o´UÃmÆO¹E± © �0ª�ÇE�¡¿K¸@��¹G²�½Ï¿O¹ N ­ ³£ÀK·Y±O¸?³O¹[·U½�À��áµÏ·m¸�·UÇEËO´��«��±KÈ ¾y¸[¿£½�À£¿£ÇyÇE��¹?³O¹[·U½�À��
³£ÀK·Y±O¸"³O¹[·U½�À��

N
À/�M´m´U½GÅK¾y¸[¿K´U³£¿K¸£ÅKÇo·Y±O¸[µ�¿£¶¢ÂÉµy¹GÆO¹G¾£½o´UÆ ¸ ¸[¿K¸�Ê£ÆK¸[ÊK¸[Æ��£ÀK¸[¿O¹E±KÁ�¿K¸ ��¹[·m·m´�ÃU¹GÄE¹
�Ê�Ämµo´m·U½�¿K¸£Å
³£½o¸�Ê£Æ£À

t→ ±∞ Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�Á"ÃU¹GÄE¹�µ�¾y¸[¿/��À£ÃmÇyÆO¹��£ÀK¸[¿£¿K¸3� Ê£ÆK¸�·U½�ÆO¹G¿K·U½�µo´
ut
·Y±i¹[¼�¸

·�µº¸mËKÀ£½o·�È ¾
u = (vol Π)−1.¹�Æ£À ¿K´U¾y¸[½o¸[Æ£¶	µäËO¸[ÊK¸G±K¿£À£½o´Y±KÁ�¿£¶	µ Ço·Y±O¸[µ�À£È�µbÅ�Çy¾
¹GÄE¹G¿£¿£¶	µäµË¶ R�·hÅ��M¸@�"¿K¸#Çy½�µo´UÆ.��Ëi¹G½�Á ¿O¹E±KÀ£³£ÀK´

ÆO¹Gµ�¿K¸3�M´UÆ£¿K¸[Â,·�µº¸mËKÀ/�M¸�·U½�À
ut(x)→ u.
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Ö�¹G¾£À/�B¸�¼[ÆO¹GÄt¸3�¢Å
lim

t→±∞
st = s = ln(vol Π). © T�ª

�ä¸mËK¿K¸[Â�·U½o¸[ÆK¸[¿£¶�Å£Ém½[¹X��¸[Æ/�¡ÇE±i¹�µ�ÊK¸G±K¿K´�¸[½�µo´U³O¹[´U½1ÆO¹Gµ�¿K¸[µo´m·U¿K¸[Â£��´U¿K¸3�M´U¿K¸G±O¸[ÃmÀ£³K´m·U¾y¸[Â ½o´UÆE1
�M¸mËKÀ£¿O¹"�¡À£¾y´��E��´UÂK·U½�µ�À£½o´Y±KÁ�¿K¸£ÅG½o´UÆ/�M¸mËKÀ£¿O¹"�¡À£³K´m·U¾
¹GÈ"Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£È�À
ËO´t¹E±KÁ�¿K¸[Ãt¸'ÃU¹GÄE¹'´m·U½�Á�·UÇE�B��¹)ËKµ�Ç.µ
·Y±i¹GÃU¹[´��¡¶	µb»O¸mËK¿K¸�À£Ä�¿£ÀEµ ·m¸[µ�ÊO¹EËi¹[´U½2· © T�ªUÅ£¹�µ�½o¸[ÆK¸�´�Ê£ÆK¸[ÊK¸[Æ��£ÀK¸[¿O¹E±KÁ�¿K¸1±O¸[ÃU¹GÆ£À/�v�¡Ç ¸[½�¹[¼�·m¸G±K²�½"1¿K¸[Âá½o´��¡ÊK´UÆO¹G½�ÇyÆ£¶��
×�ËK¿O¹G¾y¸Ïµ?ÆºÈyËO´9µº¹��"¿£¶	µá·Y±KÇy³O¹[´Uµ © ¿O¹GÊ£Æ£À/�M´UÆ§Å�Ê£Æ£À ¹EËKÀO¹[¼o¹G½�À£³K´m·U¾y¸3� ÆO¹[·�1
��À£ÆK´U¿£À£À�ÃU¹GÄE¹1ÊK¸�·Y±O´�·U¿£È
½�À£È ÊK´UÆK´UÃt¸[ÆK¸mËK¾£ÀOª�·UÆK´YËK¿£È
È�¾£À£¿K´U½�À£³K´m·U¾
¹GÈ,Ém¿K´UÆ£ÃmÀ£È © ¹1·Y±O´YËO¸[µº¹G½o´Y±KÁ�¿K¸£ÅÀ�½o´��¡ÊK´UÆO¹G½�ÇyÆO¹0ª)¿K´��M´U¿£È£´U½o·�Èb�

�áËKÆ£ÇyÃt¸[Â-·U½o¸[ÆK¸[¿£¶�Å§·m¸�¸[½�¿K¸"��´U¿£ÀK´ © T�ª'Ê£ÆK¸[½�À£µo¸[ÆK´U³£À£½ ½�ÆO¹EËKÀ��£ÀK¸[¿£¿£¶�� © À9¿K´U½o¸[³£¿£¶��Hª�Ê£ÆK´YË�1·U½[¹Gµ[±O´U¿£À£È�� ¸�¼á¸mËK¿K¸[¿O¹GÊ£ÆO¹Gµ[±O´U¿£¿K¸�·U½�À Émµo¸G±K²
�£À£À © ¦G·U½�ÆK´Y±O´Ïµ�ÆK´��M´U¿£À�¨�ªY����ÆK¸3�M´ Ém½o¸[Ãt¸£Å�Ém¿£½�ÆK¸�1Ê£À£È © �0ª�¿K´ µo·m´UÃ�Ëi¹Ø�M¸[¿K¸[½o¸[¿£¿K¸9µo¸[ÄmÆO¹[·U½[¹[´U½-Ê£Æ£À Çyµo´Y±KÀ£³K´U¿£À£À t > 0
�B¹�ÆK¸[½�À£µo¸[ÆK´U³O¹�®�À£ÂäÊ£Æ£À/�M´UÆ

Çy¾
¹GÄE¹G¿ µÉ¶ �w·h�
Ù DMC�~X���£N�����N��������É�E��Ú
���.������Ûh��~ DÜ¹�ÆK´YËKÊK¸G±O¸@�"À/�B½o´UÊK´UÆ£ÁKÅ£³£½o¸

E =

∫

Γ

Hρ0 d
nx dnp <∞, © �0ª

Ã�ËO´
H = p2/(2m) ­ ¾£À£¿K´U½�À£³K´m·U¾
¹GÈ2Ém¿K´UÆ£ÃmÀ£È�³O¹[·U½�À��£¶�� � ½o¸[½�À£¿£½o´UÃmÆO¹E± ­ ·UÆK´YËK¿£È
È1¾£À£¿K´U½�À£³K´m·U¾
¹GÈ

© µ�¿£Çy½�ÆK´U¿£¿£È
È�ª)Ém¿K´UÆ£ÃmÀ£ÈIÃU¹GÄE¹"µ1¿O¹m³O¹E±KÁ�¿£¶¢Â£�M¸3�M´U¿£½�µ�ÆK´��M´U¿£À§��¹�¸�·U¾y¸G±KÁ�¾£ÇI³O¹[·U½�À��£¶ ¿K´�ÊK¸[¾£À
Ëi¹G²�½
Π
À�Ê£Æ£À�¸[½�ÆO¹���´U¿£À£À9¸[½�·U½o´U¿£¾£À�µo´Y±KÀ£³£À£¿O¹1·U¾y¸[ÆK¸�·U½�À,¿K´v�M´U¿£È£´U½o·�ÈbÅO½o¸1µ�¿£Çy½�ÆK´U¿£¿£È
È�Ém¿K´UÆ£ÃmÀ£È ÃU¹GÄE¹

¿K´v�M´U¿£È£´U½o·�È ·m¸�µ�ÆK´��M´U¿K´��¢�
¹�Ço·U½�Á

D ­ À£Ä@�M´UÆ£À/��¹GÈ ¸�¼G±i¹[·U½�Á1µ�¿£Çy½�Æ£À
Π
�/¹�¸G±O¸@�"À/�

KD(t) =

∫

D×Rn
Hρt d

nx dnp. © N0ª

� ½o¸ ­ µ�¿£Çy½�ÆK´U¿£¿£È
ÈIÉm¿K´UÆ£ÃmÀ£È ÃU¹GÄE¹
Å£³O¹[·U½�À��£¶á¾y¸[½o¸[ÆK¸[Ãt¸"µ��M¸3�M´U¿£½1µ�ÆK´��M´U¿£À
t
±O´���¹G½1µ"¸�¼G±i¹[·U½�À

D
�

º�·U¿K¸£Å£³£½o¸
KΠ = E

�
ÝH�ºH�����Ú
� } DØÞv¿0����Æ¼³�ßB²/��¡/�����/��¿0��¡/�"³���� © �0ª@à,á��"±�¥��

lim
t→±∞

KD(t) = volD
vol Π

E.

� ½o¸�¸[Äm¿O¹m³O¹[´U½GÅ¡³£½o¸ ·1µo¸[ÄmÆO¹[·U½[¹G¿£ÀK´��íµ�ÆK´��M´U¿£À?¾y¸G±KÀ£³K´m·U½�µo¸�½o´UÊ
±i¹ µ�¸�¼G±i¹[·U½�À
D
·U½[¹G¿K¸[µ�À£½o·�È

Ê£ÆK¸[ÊK¸[Æ��£ÀK¸[¿O¹E±KÁ�¿£¶�� ¸�¼"â§´��¡Ç-¸�¼G±i¹[·U½�À§��¹�¸[Ê£ÆK¸�·U½�Ç�Ãt¸[µo¸[ÆºÈbÅ�Ê£ÆK¸[ÀK·�µº¸mËKÀ£½¬�����������"�������"��µ�¶¢ÆO¹Gµ�¿£ÀE1
µº¹G¿£ÀK´�½o´��¡ÊK´UÆO¹G½�ÇyÆ£¶ ÃU¹GÄE¹"ÊK¸�µo·m´��¡ÇI¸�¼"â§´��¡ÇI·m¸�·UÇEËi¹
�

¹�¸�·Y±O´YËK¿K´m´'µ�¶�·U¾
¹GÄm¶¢µº¹G¿£ÀK´�À/�M´m´U½�½o¸[³£¿£¶¢Â ·��¡¶�·Y±2Ë£±KÈ1¾
¹G¿K¸[¿£À£³K´m·U¾y¸[Ãt¸�ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£È ÌbÀK¼�¼�1
·t¹

ρ = e−H/(kT )
∫
Γ

e−H/(kT ) dnx dnp
,

Ã�ËO´
T ­ ¹[¼�·m¸G±K²�½�¿O¹GÈ?½o´��¡ÊK´UÆO¹G½�ÇyÆO¹
Å

k ­ ÊK¸�·U½o¸tÈ
¿£¿O¹GÈ¬ã)¸G±KÁ3�/��¹G¿O¹
�d��±KÈ#Ém½o¸[Ãt¸�ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£È
·UÊ£ÆO¹Gµo´YË£±KÀ£µº¹?��¸[Æ/�¡ÇE±i¹

KD

volD
= nkT.
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Öd´m¸[ÆK´���¹I	�µ�¶¢µo¸mËKÀ£½o·�È�À£Ä�·Y±O´YËKÇy²
®�ÀEµ ·m¸�¸�¼[ÆO¹���´U¿£À£Â§�Oäb¹GÊ£À���´��?À£¿£½o´UÃmÆO¹E± © N0ª�µ"·Y±O´YËKÇy²
®�´��µ�À
ËO´�»
∫

Γ

Hρtϕd
nx dnp,

Ã�ËO´
ϕ ­ µy¹GÆO¹G¾£½o´UÆ£ÀK·U½�À£³K´m·U¾
¹GÈ§��Çy¿£¾��£À£È�¸�¼G±i¹[·U½�À

D
�8¹�¸�·U¾y¸G±KÁ�¾£Ç

H ­ ÊK´UÆ£µ�¶¢Â�À£¿£½o´UÃmÆO¹E±�ÇyÆO¹Gµ"1
¿K´U¿£À£Â�ËKµ�À���´U¿£À£ÈbÅO½o¸���Çy¿£¾��£À£È

Hρt
ÇEËO¸[µ[±O´U½�µo¸[ÆºÈ£´U½2ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£À£²å��À£Çyµ�À
±£±KÈb��º�·U¿K¸£ÅK³£½o¸

ϕ ∈ L∞
Å

¹
Hρ0 ∈ L1 © ·m¸[Ã�±i¹[·U¿K¸�Ço·Y±O¸[µ�À£² © �0ª�ªY�h��±O´YËO¸[µº¹G½o´Y±KÁ�¿K¸£Åd·m¸[Ã�±i¹[·U¿K¸ ¸�¼"®�´UÂ9½o´m¸[ÆK´��M´"¸I·Y±i¹[¼�¸[Â-·�µº¸�1ËKÀ/�M¸�·U½�À ÆK´���´U¿£À£Â�ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£À£È¼��À£Çyµ�À
±£±KÈ Ë£±KÈIµ�ÊK¸G±K¿K´�À£¿£½o´UÃmÆ£À£Æ£Ço´��¡¶	µ�·UÀK·U½o´��æ¶ 	�·hÅ

KD(t)→
∫

Γ

Hρϕdnx dnp =

∫

D×Rn
Hρdnx dnp © L3ª

Ê£Æ£À
t→ ±∞ ��Ö�¹G¾�¾
¹G¾ ρ ¿K´�ÄE¹Gµ�ÀK·UÀ£½2¸[½ x Å£½o¸�À£¿£½o´UÃmÆO¹E±,·UÊ£ÆO¹Gµº¹�µ © L3ª«ÆO¹Gµo´U¿

volD

∫

Rn
Hρdnp. © Q0ª

�BËKÆ£ÇyÃt¸[Â ·U½o¸[ÆK¸[¿£¶�Å£ÊK¸�·U¾y¸G±KÁ�¾£ÇIµ�¿£Çy½�ÆK´U¿£¿£È
ÈIÉm¿K´UÆ£ÃmÀ£È�¿K´�ÄE¹Gµ�ÀK·UÀ£½2¸[½"µ�ÆK´��M´U¿£À§ÅK½o¸

E =

∫

Γ

Hρdnx dnp = vol Π

∫

Rn
Hρdnp. © U0ª

��¸[ÊK¸�·U½[¹Gµ[±KÈ
È © Q0ª«À © U0ªYÅ
ÊK¸G±KÇy³£À/�ÏÄE¹G¾
±K²�³K´U¿£ÀK´�½o´m¸[ÆK´��¡¶5	��ç DbC�HKJ.�����0�0�������aè3�ÁÛhéOH�êØë0���E��H������«Díì¡¹[·m·��M¸[½�Æ£À/�#³O¹[·U½�¿£¶¢Â ·Y±KÇy³O¹GÂ§Åo¾y¸[Ã�Ëi¹
ρ0 = hg

ÅoÃ�ËO´
h ­ ³K´U½�¿O¹GÈI¿K´m¸[½�Æ£À��O¹G½o´Y±KÁ�¿O¹GÈ�·UÇE�B�¡À£Æ£Ço´���¹GÈ4��Çy¿£¾��£À£È2µ

Rn = {p} Å£Ê£Æ£À£³K´��
∫
h dnp = 1,

¹
g ­ À£¿£½o´UÃmÆ£À£Æ£Ço´���¹GÈ ��Çy¿£¾��£À£ÈbÅ�ÄE¹EËi¹G¿£¿O¹GÈ1µ Π

��º�·U¿K¸£Åo³£½o¸�µ�µº¸mËO´�Émµo¸G±K²
�£À£À2¼�´m·m·U½o¸G±K¾£¿K¸[µ�À£½o´Y±KÁ"1
¿K¸[Ãt¸�¹G¿K·t¹"�M¼G±KÈ1ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£ÀK´'³O¹[·U½�À��1ÊK¸�À/�¡Ê£ÇE±KÁo·t¹"��¿K´��M´U¿£È£´U½o·�È1À1ÊK¸�·UÇy½�À"ËO´Y±i¹�µo·m´�·Uµo¸mËKÀ£½o·�È
¾�ÄE¹EËi¹m³K´�¸"µ�¶¢ÆO¹Gµ�¿£À£µº¹G¿£À£À Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�À µ

Π
�

×�·m¸�¼�¸�´�Äm¿O¹m³K´U¿£ÀK´�À/�M´m´U½�·Y±KÇy³O¹GÂ§Åº¾y¸[Ã�Ëi¹
h ­ Ê
±O¸[½�¿K¸�·U½�Á �/�������@¡/Æ0�/�"±��¢ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£ÈI·¢ËKÀK·�1ÊK´UÆK·UÀK´UÂ

σ2 6= 0
�
��Æ£ÇyÃmÀ/�¡À�·Y±O¸[µº¹"�¡À§Å��¡¶ Ê£ÆK´YËKÊK¸G±i¹GÃU¹[´��¢ÅO³£½o¸1³O¹[·U½�À��£¶ ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£¶íÊK¸1·U¾y¸[ÆK¸�1

·U½EÈ��9µ�·m¸�¸[½�µo´U½o·U½�µ�À£À2·�ÄE¹G¾y¸[¿K¸3�Øî,¹G¾y·Uµo´Y±£±i¹ ¸ ÄUËO´m·UÁ σ2 = kT
ÅGÃ�ËO´

T ­ ¹[¼�·m¸G±K²�½�¿O¹GÈ"½o´��¡ÊK´UÆO¹G½�ÇyÆO¹
Å
k ­ ÊK¸�·U½o¸tÈ
¿£¿O¹GÈïã)¸G±KÁ3�/��¹G¿O¹
�§��¹G¾,ÊK¸[¾
¹GÄE¹G¿K¸Iµï¶ T"·hÅiÊ
±O¸[½�¿K¸�·U½�ÁIÃU¹GÄE¹2µ ¾y¸[¿/��À£ÃmÇyÆO¹��£ÀK¸[¿£¿K¸3� Ê£ÆK¸�1
·U½�ÆO¹G¿K·U½�µo´�ÇEËO¸[µ[±O´U½�µo¸[ÆºÈ£´U½ ¸�¼[ÆO¹G½�À/�M¸3�¡Ç ÊK¸"µ�ÆK´��M´U¿£À ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£À£²í½o´UÊ
±O¸[Ê£ÆK¸[µo¸mËK¿K¸�·U½�À

u′t = tσ2∆u © 	t�0ª
·�ÃmÆO¹G¿£À£³£¿£¶��ÏÇo·Y±O¸[µ�ÀK´��d«�´UÂ/��¹G¿O¹

∂u
∂n

∣∣∣∣
∂Π

= 0. © 	�	wª
���¡¶�·Y±�Ço·Y±O¸[µ�À£È © 	�	wª�µ�ÊK¸G±K¿K´�ÊK¸[¿£È
½o´U¿§»K¿K´U½"ÊK¸[½o¸[¾
¹"³O¹[·U½�À�� ³K´UÆK´UÄ�ÃmÆO¹G¿£À��£ÇI·m¸�·UÇEËi¹
�¹�¸[¾
¹���´��¢Å�³£½o¸�µ�Ém½o¸3�,·Y±KÇy³O¹[´�ÃmÆ£Ç
¼o¹GÈ�Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£È © �0ª§µo¸[ÄmÆO¹[·U½[¹[´U½ © Ç
¼[¶¢µº¹[´U½�ª§Ê£Æ£À t > 0 (t 6 0)

�
��´UÂK·U½�µ�À£½o´Y±KÁ�¿K¸£ÅOÊ£Æ£À

t 6= 0
ÆK´���´U¿£ÀK´�ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£À£È © 	t�0ª)¼[ÇEËO´U½�¹G¿O¹E±KÀ£½�À£³K´m·U¾£À/�¢�£��¹E±O´m´�Å

ṡ = −
∫
u′t lnut d

nx−
∫
u′t d

nx.
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À�µ�À
ËKÇ2ÇyÆO¹Gµ�¿K´U¿£À£È © 	t�0ª�À ÃmÆO¹G¿£À£³£¿K¸[Ãt¸"Ço·Y±O¸[µ�À£È © 	�	wªUÅyµ�½o¸[ÆK¸[ÂIÀ£¿£½o´UÃmÆO¹E±�·UÊ£ÆO¹Gµº¹
Å£¸[³K´Uµ�À
ËK¿K¸£Å£ÆO¹Gµo´U¿¿£ÇE±K²����BËKÆ£ÇyÃt¸[Â ·U½o¸[ÆK¸[¿£¶�Å£ÊK¸���¸[Æ/�¡ÇE±O´�ÌbÆ£À£¿O¹1·�Çy³K´U½o¸3� Ço·Y±O¸[µ�À£È © 	�	wªUÅ
∫

(∆u) ln u dnx = −
∫

1
n

∑(
∂u
∂xj

)2

dnx.

��±O´YËO¸[µº¹G½o´Y±KÁ�¿K¸£Å
ṡ > 0 (6 0)

Ê£Æ£À
t > 0 (t < 0)

�
��¸[¿K´U³£¿K¸£ÅKµo¸"µo·m´�µ�·Y±KÇy³O¹GÈ�µ À/�M´m´U½a�M´m·U½o¸1·U½�ÆK¸[Ãt¸�´�¿K´UÆO¹Gµo´U¿K·U½�µo¸£ÅOÄE¹�ÀK·U¾
±K²�³K´U¿£ÀK´��ÏÆO¹Gµ�¿K¸[µo´m·�1

¿K¸[Ãt¸1·m¸�·U½o¸tÈ
¿£À£ÈbÅK¾y¸[Ã�Ëi¹
u ≡ u = const

�/È�½o¸"ÀI½�ÆK´m¼�¸[µº¹E±O¸�·UÁK�
� ½o¸"¿O¹[¼G±K²)ËO´U¿£ÀK´�È
µ[±KÈ£´U½o·�È�³O¹[·U½�¿£¶��Ï·Y±KÇy³O¹[´��Ï·Y±O´YËKÇy²
®�´UÃt¸1¸�¼"®�´UÃt¸"ÆK´UÄmÇE±KÁE½[¹G½[¹
�
ÝH�ºH�����Ú
� Ù D<Þv¿0����Æ

f(·) ñ ¥"³���ò»¥�ßd����²"�8�ó�Oßô³��/�v¥���õhõô�ó�8���/ö/�"�O¿.�Å���@½4õB¿0�/°0ö/��½�÷Áø��"¥��"�/�/�@½
�/�?�������Ã�O�/ö/�"�X�Å¡/Æ0�/��¢4³"��ùX�����X³"���/�/��¢£²/��¡/¿0�����8à8ú���¡/�

f ′′ > 0 (< 0),

���
d
dt

∫

Π

f (ut(x)) dnx 6 0 (> 0)

²"�O�
t > 0 (t < 0)

àhú���¡/�
ut 6≡ const

÷ô���^Âw���£���ó���3³"���/���X³��?���Ã�O�"±����wà
��´UÂK·U½�µ�À£½o´Y±KÁ�¿K¸£ÅOÉm½[¹�Ê£ÆK¸[À£Ämµo¸mËK¿O¹GÈ ÆO¹Gµ�¿O¹

∫
u′tf
′(u)dnx = σ2t

∫
(∆u)f ′(u)dnx = −σ2t

∫
f ′′(ut)

∑(
∂ut
∂xj

)2

dnx.

Àä³O¹[·U½�¿K¸�·U½�À§ÅKÃmÆ£Ç
¼o¹GÈ§¦EÉm¿K·U½�ÆK¸3��À£È8¨

1
2

∫

Π

u2
t d

nx

Ç
¼[¶¢µº¹[´U½1Ê£Æ£À
t > 0

�
��¹G¾ Ç���´9¸[½0�M´U³O¹E±O¸�·UÁKÅ�ÃmÆ£Ç
¼o¹GÈäÉm¿£½�ÆK¸[Ê£À£È ¿K´,µo·m´UÃ�Ëi¹¬�M¸[¿K¸[½o¸[¿£¿K¸ µo¸[ÄmÆO¹[·U½[¹[´U½G�
À ¾£¿£À£Ãt´¬¶ ��·

Ê£Æ£À£µo´YËO´U¿ Ê£Æ£À/�M´UÆ£��¹G¾£½o¸[Æ£À£ÄmÇo´��M¸[Ãt¸�ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£È�·�¾£Ço·m¸[³£¿K¸�1fÊK¸�·U½o¸tÈ
¿£¿K¸[Âï��Çy¿£¾��£ÀK´UÂ
h
Å£¾y¸[Ã�Ëi¹

ÃmÆ£Ç
¼o¹GÈ"Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£È2·U½�ÆK´��¡À£½o·�È1¾�·Uµo¸�´��¡Ç���¹G¾y·UÀ/��¹E±KÁ�¿K¸3�¡Ç1Äm¿O¹m³K´U¿£À£²�ÅºÊK´UÆ£ÀK¸mËKÀ£³K´m·U¾£ÀI´UÃt¸�ËO¸�·U½�À£ÃU¹GÈb�
û D�ü¼�����.ý�H�þ���ÿô��é�é��0�êDÜÀ?ÄE¹G¾
±K²�³K´U¿£ÀK´¢ÊK¸[¾
¹���´��¢Åº¾
¹G¾�µ�ÆO¹"�¡¾
¹wµ1½o´m¸[Æ£À£À�·Y±i¹[¼[¶	µ"Ê£ÆK´YËO´Y±O¸[µ

µo´UÆK¸tÈ
½�¿K¸�·U½�¿£¶	µ�ÆO¹[·UÊ£ÆK´YËO´Y±O´U¿£À£Â ÆO¹GÄmÆK´��"¹[´U½o·�È1À£Ämµo´m·U½�¿£¶¢Â2ÊO¹GÆO¹EËO¸[¾y·�ÌbÀK¼�·m·t¹�¸�¼�Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£À2·��M´���´�1
¿£À£È ËKµ�Ç.µI¸mËKÀ£¿O¹G¾y¸[µ�¶	µ À
ËO´t¹E±KÁ�¿£¶	µIÃU¹GÄt¸[µK�

À�¿O¹m³O¹E±O´�¿O¹GÊK¸3�¡¿£À/�?·UÇy½�Á�ÊO¹GÆO¹EËO¸[¾y·t¹
��ì¡¹[·m·��M¸[½�Æ£À/� ¼�´m·m·U½o¸G±K¾£¿K¸[µ�À£½o´Y±KÁ�¿£¶¢Â © À
ËO´t¹E±KÁ�¿£¶¢ÂOª«ÃU¹GÄµ�·m¸�·UÇEËO´�·�¸�¼"â§´��M¸3�
V
ÅbÆO¹GÄUËO´Y±O´U¿£¿£¶¢Â?ÊK´UÆK´UÃt¸[ÆK¸mËK¾y¸[Â ¿O¹ ËKµo´1³O¹[·U½�À#·�¸�¼"â§´���¹"�¡À

V1
À
V2 (V =

= V1+V2)
�"¹�Ço·U½�Á�½o´��¡ÊK´UÆO¹G½�ÇyÆ£¶ÏÀ�Ëi¹Gµ[±O´U¿£À£È�ÃU¹GÄt¸[µ�·«ÆO¹GÄm¿£¶	µ�·U½o¸[ÆK¸[¿1¸[½�ÊK´UÆK´UÃt¸[ÆK¸mËK¾£À�·m¸[µ�ÊO¹EËi¹G²�½G�

� ¿£½�ÆK¸[Ê£À£À Ém½�ÀEµ�³O¹[·U½o´UÂ © ·'Çy³K´U½o¸3��ÀEµa��¹[·m·U¶
ªMÆO¹Gµ�¿£¶ N1 lnV1
À
N2 lnV2

·m¸�¸[½�µo´U½o·U½�µo´U¿£¿K¸£Å
Ã�ËO´
N1À

N2 ­ ¾y¸G±KÀ£³K´m·U½�µº¹�³O¹[·U½�À���µ�¸�¼�´UÀEµ�³O¹[·U½EÈ�µ�·m¸�·UÇEËi¹
�t��¹E±O´m´�ÅGÊK¸�·Y±O´)¼[¶�·U½�ÆK¸[Ãt¸�·U¿£È
½�À£È�ÊK´UÆK´UÃt¸[ÆK¸mËK¾£ÀÉm¿£½�ÆK¸[Ê£À£È ·��M´m·UÀ ¼[ÇEËO´U½GÅK¸[³K´Uµ�À
ËK¿K¸£Å£ÆO¹Gµ�¿O¹
N lnV

Å
Ã�ËO´
N = N1 +N2

��Ö�¹G¾£À/�B¸�¼[ÆO¹GÄt¸3�¢ÅKÊK¸G±KÇy³O¹[´��
ÊK¸G±O¸@�"À£½o´Y±KÁ�¿£¶¢Â9·U¾
¹m³K¸[¾ Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£À

N lnV −N1 lnV1 −N2 lnV2. © 	@R0ª
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Àä³O¹[·U½�¿K¸�·U½�À§ÅO´m·Y±KÀ
V1 = V2

À
N1 = N2

Å
½o¸"Ém½o¸[½�·U¾
¹m³K¸[¾ ÆO¹Gµo´U¿

N ln 2.

�#ËKÆ£ÇyÃt¸[Â2·U½o¸[ÆK¸[¿£¶�ÅºÊK¸�·Y±O´�·U¿£È
½�À£È1ÊK´UÆK´UÃt¸[ÆK¸mËK¾£ÀIÃU¹GÄ'ÊK¸�1fÊ£ÆK´��"¿K´��¡Ç2¼[ÇEËO´U½�µ�½o´UÆ/�M¸mËKÀ£¿O¹"�¡À£³K´�1
·U¾y¸3� ÆO¹Gµ�¿K¸[µo´m·UÀ£À§�O��±O´YËO¸[µº¹G½o´Y±KÁ�¿K¸£Å£¿£À£³K´UÃt¸�¿K´�À£Ä@�M´U¿£À
±O¸�·UÁ1À Ém¿£½�ÆK¸[Ê£À£ÈI·��M´m·UÀ ËO¸G±/�"¿O¹"¸�·U½[¹G½�Áo·�È
Ê£ÆK´��"¿K´UÂ§�8×�ËK¿O¹G¾y¸1Ém½o¸"Ê£ÆK¸[½�À£µo¸[ÆK´U³£À£½a��¸[Æ/�¡ÇE±O´�·U¾
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��¹�¸�·Y±O´�·U¿£È
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N1 lnV −N1 lnV1 = N1 ln V
V1
.
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µ
Π
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N2 ln V
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.

�«ÇE�B��¹�Ém½�ÀEµI³£ÀK·m´Y±�Ëi¹[´U½1¾
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¹GÈæ��Çy¿£¾��£À£ÈÏ¸�¼G±i¹[·U½�À

D
�H��·Y±KÀ

volD 6= V
Å�½o¸

ϕ ­ ·UÇ.1
®�´m·U½�µo´U¿£¿K¸�¿K´�ÊK¸�·U½o¸tÈ
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