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x∗, y∗, z∗
�n¯1ÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄ»Ï�ÄWÁµÉaÉ ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐNÆ=º¬È�Ç�Ä_Û�­'¼D½/¾�Ê²È\Ï�ÐjÈ�Ç_ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ

ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\ÛGÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆýÕØÈ�È\Ó�ÔjÍNÐPÉKÏ�­
·d¸�¹àÚoÉoÔµÉoÔjÍjÌ ÒNÓNÍàÒjÈ�Ì²ÈDÃ�ÍàÝØËnÁPÈ\ÅQË¯Û
ÁPÄ_ÓPÉ
ψ, θ, ϕ
�

¯»Ý�Ç_Ï�Î�ÍjÌ²Ä�Ä_Ï�Ì²Ä�Ç_Ï�È�ÇWÁjÝØÃPÉKÛ\Ì�È Ä\Æ�ÁPÄ_Å¾É1Í�»¯Ï�Ä_Õ
ÁPÈ\Å¾É
Ñ¾ÕØÈ\ËnÔµÉ
A = 2C

Ñ�É�´jÄ_ÐNÏ�Ó&Ì�É\Ç�Ç°Ï�ÄWÁµÉ#ÁPÄ_Ö+ÍNÏ
ÐPÉ�È�Ç_Ík¼DÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\Û7Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ ÕØÈ�È\Ó�ÔjÍNÐPÉKÏKÑæÏK�uÄ��

x∗ = l, y∗ = z∗ = 0
�+µÏÎ�Ï�È�ÌúÇWÁjÝØÃPÉ\ÄDÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×

Ë¯Û
ÁPÄ_ÓPÉ1Í7¯»Ý¾É\Ç�Ç�È\ÐPÉ
ÑæÈ\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾ÉKÂ�Ã�ÍjÄ»ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍjÄDÏ�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈAÏ�ÄWÁµÉ
ÑNÍjÌ²Ä_Â#ÏAÅ�Í
ÔÑÐ 	(Ò

2C
dp

dt
+ (C −B)qr = 0, B

dq

dt
+ Crp = mglγ3, C dr

dt
+ (B − 2C)pq = −mglγ2,

dγ1

dt
= rγ2 − qγ3,

dγ2

dt
= pγ3 − rγ1,

dγ3

dt
= qγ1 − pγ2,

Éa	/Ê

ËnÔPÄ
p, q, r
Í
γ1, γ2, γ3
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ÉoÜ
ÁjÍ

Z
ÐPÉ�È�Ç_ÍàÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\Û,Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆýÕØÈ�È\Ó�ÔjÍNÐPÉKÏ
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»�ÁjÝØÃPÉKÛ¿Ì�È Ä\Æ�ÁPÄ_Å¾É1Í�»¯Ï�Ä_Õ
ÁPÈ\Å¾É¬ÚoÉ\Ì²Ä_ÃPÉKÏ�ÄWÁPÄ_Ð7Ï�Ä�Ì°ÑPÃNÏ�È&ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×àÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×GÏ�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ¬Ï�ÄWÁµÉ
ÔPÈ\ÒNÝ�Ç_Õ
ÉKÂ#Ï»Ç�Ä�Ì²Ä_ÛjÇ_Ï�Å�È@ÃPÉ\Ç_Ï�ÐNÆ=º�ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍNÛ\Ð t
Ñ �/ÒZÑfÕØÈ\Ï�È\ÓNÆ@Ä¯Ì²È\Ë�ÝØÏ�Ä\Æ°Ï�Î@ÒjÈKÁjÝØÃjÄ_ÐNÆ/Å!Î_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº
Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×7ºdÔ#ÕØÈ Ä\Í�É Ç�Ì°� ÑNÐPÉKÒNÓNÍjÌ²Ä_Ó®ÑAÐ r�Í
�/Ò�ÊW�

µ ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä�Ì�È Ä\Æ�ÁPÄ_Å¾É1Í�»¯Ï�Ä_Õ
ÁPÈ\Å¾É�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×AÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×&ÔPÈ\ÒNÝ�Ç_Õ
ÉKÂ#Ï�Ï\ÉKÕNÖ�Ä#ÃPÉ\Ç_Ï�ÐjÈ�Ä#ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍjÄ�Ñ
È\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾ÉKÂ�Ã�Ä�Ä»Ò
ÁPÈ�Ç_ÕØÈ�Ä»ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍjÄ»Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ+Ï�ÄWÁµÉ
Ñ
ÒNÓNÍ¬ÕØÈ\Ï�È\ÓjÈ�Ì È�Ç_Î�ÍNÐjÄ_Ó�´NÍNÍc¾�Ç�È$º
ÓPÉKÐN×NÄ_Ï+ÐjÄ_ÍNÚ_Ü
Ì²Ä_ÐNÐjÈ�Ä#ËfÈ\ÓNÍNÚfÈ\ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ�Ä1ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄ�ÑjÉ�ÒjÈ�Ç_Ï�Èf×
ÐNÐPÉK×&ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁµÉDÒ
ÁPÈDÃ+ÉoÔPÄ_Û¬ÓPÉKÅ�ÐPÉDÐNÝoÁjÂ��nÕ�É3Î�Ï�È�Ì
ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ

θ = π/2
Ñ
ψ = const

Ñ�ÉGÍNÚfÌ²Ä_ÐjÄ_ÐNÍjÄàÝØËnÁµÉ
ϕ
È\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾É\Ä_Ï�Çn×ûÇWÁPÄWÔjÝØÂ�Ã�ÍjÌ ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍjÄ�Ì

Ù1ÍNÚ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ�Ì�ÉK×
Ï�ÐNÍNÕ
É
d2ϕ

dt2
+ µ2 cosϕ = 0, µ2 =

mgl

C
.

É,t�Ê
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µFÐPÉ\Ç_Ï�Èf×EÃ�Ä_Û ÓPÉDÄ�È\Ï�ÄGÍjÇ�ÇWÁPÄWÔjÝ�Ä_Ï�Çn×òÚoÉoÔµÉ�ÃPÉ=È Ä È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�ÍìÌ�ÉK×
Ï�ÐNÍNÕØÈ\Å�Æ=º
ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºàÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÛ.Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ�Ï�ÄWÁµÉ
ÊNÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ.ÍàÅ�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛ.È\Ï�ÐjÈ�Ç_ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ�È�Ç_Ík¾��

× É\Ì²Ä_Ï�ÍjÌ°Ñ�ÃNÏ�È�Ä�ÇWÁjÍ®Ñ�ÕNÓjÈ�Ì²Ä°ÐPÉoÁPÈfÖ�Ä_ÐNÐNÆ=º�Å�Æ�Ó�Ä�Ý�ÇWÁPÈ\Å�ÍNÛ®Ñ�ÒjÈ\Ï�ÓjÄ$Ä�È\Å¾ÉKÏ�Î�ÄJÃ�Ä
A = B
Ñ\Ï�È*Ä\ÝoÔPÄ_Ï

ÍjÌ²Ä_Ï�Î�Ì²Ä�Ç_Ï�ÈAÇWÁjÝØÃPÉKÛk»#��µ»�u�1È\Å¾ÉoÁPÄ_Å�Ç_ÕØÈ\Û®�.µØÎ�Ï�È�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä1ÚoÉoÔµÉ�ÃPÉ+È ÄAÈ\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û.Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í
Ì�ÉK×
Ï�ÐNÍNÕØÈ\Å�Æ=ºàÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºàÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÛcÄ\Æ�ÁµÉ�ÒjÈKÁjÐjÈ�Ç_Ï�Î�Â ÍNÚ�ÝØÃjÄ_ÐPÉQÐ v$Í�Ù/ÒZ��µúÐPÉ\Ç_Ï�Èf×EÃ�Ä_Û.Ç_Ï\ÉKÏ�Î�Ä
ÒNÓNÍjÌ²Ä_ÐN×NÄ_Ï�Çn×,Ì²Ä_Ï�È�ÔjÍNÕ
É
ÑæÉKÐPÉoÁPÈ\Ë�ÍNÃNÐPÉK×àÓPÉDÄ�È\Ï�ÄBÐ Ù/ÒZ�

Ú*��Û�¢!ÜÑ«>ÝCÞ'¡���£�«¤¢�£ß§
¢%©\¢'ª�«à�Cá�â�¥!��§
ÜÑã*äåâ
£�£¤�!âÂ©\¥�«>æåâ
£�«¤â

µFÇWÁjÝØÃPÉ\ÄcÌ�È Ä\Æ�ÁPÄ_Å¾É1Í�»¯Ï�Ä_Õ
ÁPÈ\Å¾É=ÕNÍNÐjÄ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_Õ
ÉK× ÍúÒjÈ\Ï�Ä_Ð�´NÍPÉoÁjÎ�ÐPÉK×çÎ�ÐjÄ_ÓNË�ÍNÍ Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ=Ï�ÄWÁµÉ
ÍjÌ²Ä_Â#ÏAÅ�Í
Ô

T = 1
2

(2Cp2 +Bq2 + Cr2), Π = mglγ1 .
É���Ê

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B���n�7�7�;�4���$���+���+�.�����n�E���.�7�n�
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¯1Ä_ÓjÄ_Û
ÔPÄ�Ì È\Ï+ÒNÓjÈ�Ä_Õ�´NÍNÛàÝØËnÁPÈ\Å�È\Û.Ç_ÕØÈ\ÓjÈ�Ç_Ï�Í
p, q, r
ÕàÈ Ä�È ÄDÃ�Ä_ÐNÐNÆ@Ì ÍjÌ¿ÒNÝoÁjÎ�ÇfÉ\Ì°ÑjÇ�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�Ý¾Ü

Â�Ã�ÍjÌ=ÝØËnÁµÉ\ÌçË¯Û
ÁPÄ_ÓPÉ
ÑNÒjÈAÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\Ì

pψ = 2Cpγ1 +Bqγ2 + Crγ3, pθ = Ap cosϕ−Bq sinϕ, pϕ = Cr .
Éþr7Ê

µ ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º
ψ, θ, ϕ, pψ , pθ, pϕ

ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×"ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×.ÍjÌ²Ä_Â#Ï�Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÝØÂ�Ù�È\ÓjÌ¿Ý"Ç1Ë_ÉoÜ
Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì

H = T + Π
�
�#ËfÈKÁ

ψ
×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn×à´NÍNÕ
ÁjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û.ÕØÈ�È\Ó�ÔjÍNÐPÉKÏ�È\Û®ÑæÉ�Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�ÍNÛ

ÍjÌ¿ÒNÝoÁjÎ�Ç
pψ
ÒNÓjÄWÔPÇ_Ï\ÉKÅ\Áj×NÄ_Ï�Ç�È Ä�È\Û�ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁ+Ò
ÁPÈDÃ+ÉoÔPÄ_Û�ÍDÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿Ý�ÒNÓNÍNÐNÍjÌ�É\Ä_Ï»ÐPÉ@ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ì

ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ�ÐNÝoÁPÄ_Å�È�Ä�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍjÄ��|��ÉoÁPÄ�ÄBÄ\ÝoÔPÄ�ÌòÇ_ÃNÍNÏ\ÉKÏ�ÎjÑ®ÃNÏ�È"Í7Å"Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ì ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ�Ï\ÉKÕNÖ�Ä
pψ = 0
�

µ^Å�ÄWÔPÄ�ÌÿÄ�Ä_Ú�ÓPÉKÚfÌ²Ä_ÓNÐjÈ�ÄFÅ�ÓjÄ�Ì¿×
τ = µt

Í Ä�Ä_Ú�ÓPÉKÚfÌ²Ä_ÓNÐNÆ@Ä Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÄ ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ@Ä
q1, q2, p1, p2

q1 = ϕ− 3π
2
, q2 = θ − π

2
, p1 =

pϕ
Cµ

, p2 =
pθ
Cµ

.
É���Ê

�
É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐGÚoÉoÔµÉ�ÃNÍ.ÒNÓNÍNÐNÍjÌ�É\Ä_Ï�Å�Í
Ô

H =1
4

[
(2α − 1) sin2q1 tan2q2 + tan2q2 + 2

]
p2

1 + 1
4

(2α − 1) sin 2q1tanq2 p1 p2+

+1
4

[
2α − (2α− 1) sin2q1

]
p2

2 − cos q1 cos q2,

É���Ê

ËnÔPÄ
α = C/B

Ñ
ÒNÓNÍNÃjÄ�Ì ÅAÇWÁjÝØÃPÉ\Ä3Ì�È Ä\Æ�ÁPÄ_Å¾É1Í�»¯Ï�Ä_Õ
ÁPÈ\Å¾É 1
3
6 α 6 1

�
Õ�ÉGÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×7º|Ñ�È\Ï�Å�Ä_ÃPÉKÂ�Ã�ÍEº Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍjÌ�Ì�ÉK×
Ï�ÐNÍNÕØÈ\Å�Æ@Ì ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×NÌ�Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ�Ï�ÄWÁµÉ7È\Ï�ÐjÈ�Ç_Í
Ü

Ï�ÄWÁjÎ�ÐjÈ.ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\Û È�Ç_Í/ÍNÐjÄ_Ó�´NÍNÍ
Oz
Ñ®ÍNÚfÌ²Ä_ÐjÄ_ÐNÍjÄ�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

q1, p1
È\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾É\Ä_Ï�Çn×=Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²È\Û

Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºGÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛ7ÇDË_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì
H(0) = 1/2p2

1 − cos q1
ÑæÉAÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ@Ä

q2, p2
ÒNÓNÍ
Ü

ÐNÍjÌ�ÉKÂ#ÏúÐNÝoÁPÄ_Å�Æ@Ä�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×|�#µ4ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È�Ç_Ï�Í È\ÏûÚ�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×ýÕØÈ\ÐjÇ_Ï\ÉKÐNÏ�Æ
h
ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁµÉ<Î�ÐjÄ_ÓNË�ÍNÍ

H(0) = h
Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍjÄ¬ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN× ×
Å\Áj×
Â#Ï�Çn×=ÁjÍ;Ä�È�É\Ç_ÍjÌ¿ÒNÏ�È\Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÌ¿Í¶É

h = 1
Ê�Õ ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ì¿Ý

ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍNÂ�ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×
ϕ = π/2

Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ�Ï�ÄWÁµÉ
Ñ²ÁjÍ;Ä�È7ÒNÓjÄWÔPÇ_Ï\ÉKÅ\Áj×
Â#Ï=Ç�È Ä�È\ÛûÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÄ
ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×|ÊPÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×�É |h| < 1

Ê�Å�È\ÕNÓjÄ�Ç_Ï�ÐjÈ�Ç_Ï�Í,Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È\ËfÈ�ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍN×.ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×
ϕ = 3π/2Í
ÁjÍàÅ�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×ÑÉ

h > 1
Ê�È\Ï�ÐjÈ�Ç_ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ�È�Ç_Í

Oz
�

µ^Å�ÄWÔPÄ�ÌòÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ@Ä
I, w
Ñ|ÕØÈ\Ï�È\ÓNÆ@Ä+×
Å\Áj×
Â#Ï�Çn×GÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ@Ì¿Í�ÔPÄ_ÛjÇ_Ï�Å�ÍjÄWÜ�ÝØËfÈKÁ/ÔNÁj×GÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ

Ç#Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì
H(0) ÑØÈ\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾ÉKÂ�Ã�Ä_Û"ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ä#ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍjÄ��;µûÇWÁjÝØÃPÉ\Ä#ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ"Õ
ÉKÐjÈKÜ

ÐNÍNÃjÄ�Ç_Õ
ÉK×àÝØÐNÍNÅ¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐPÉK×àÚoÉ\Ì²Ä_ÐPÉ�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º
q1, p1 → I, w

ÍjÌ²Ä�Ä_Ï�Å�Í
ÔÑÐ Ù/Ò

q1 = 2 arcsin[k1 sn(u, k1)], p1 = 2k1 cn(u, k1), u = 2π−1K(k1)w,
É
v Ê

ËnÔPÄ
k1 = k1(I)

² Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×|ÑNÈ Ä\ÓPÉKÏ�ÐPÉK×àÕàÙ1ÝØÐNÕ�´NÍNÍ

I = 8π−1[E(k1)− (1− k2
1)K(k1)].

É���Ê
µ ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä1Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛàÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ@Ä�ÔPÄ_ÛjÇ_Ï�Å�ÍjÄWÜ�ÝØËfÈKÁ

I, w
Å�Å�È�Ôj×
Ï�Çn×àÒjÈAÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\ÌÏÐ Ù/Ò

q1 = 2am(u, k2), p1 = 2k−1
2 dn(u, k2), u = π−1K(k2)w,

É,Ù�Ê
ËnÔPÄ

k2 = k2(I)
² Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×|ÑNÈ Ä\ÓPÉKÏ�ÐPÉK×àÕàÙ1ÝØÐNÕ�´NÍNÍ

I = 4E(k2)/(πk2).
Éa	1u�Ê

µÈÉ
v Ê
Í4Éa	1u�Ê<ÍjÇ_ÒjÈKÁjÎ�Ú�ÝØÂ#Ï�Çn×/È ÄDÃ�Ä_ÒNÓNÍNÐN×
Ï�Æ@ÄAÈ Ä�È\Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×�ÔNÁj×kÎ_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº/Ù1ÝØÐNÕ�´NÍNÛ7Í7ÍNÐNÏ�ÄWÜ
Ë�ÓPÉoÁPÈ\ÅcÐ 	1u/ÒZ�

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B�9�n�7�7�;�.���$���+���+�4���5�n�E���.�7�n�
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µúÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ì ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ

I = I0 = const, w = ωτ + w(0),
Éa	�	/Ê

ËnÔPÄ
ω
²�ÃPÉ\Ç_Ï�È\Ï\É�ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ+ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×|��µûÇWÁjÝØÃPÉ\Ä#ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ

ω = π/(2K(k1))
ÑNÉDÅ�ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä

Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛ
ω = π/(k2K(k2))

��¯»ÓNÍBÎ�Ï�È�Ì
k1(I0) = sin(β/2)

É ËnÔPÄ
β
² É\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔµÉ1Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍEº+ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉoÜ

ÐNÍNÛ��
0 < β < π

ÊWÑ
k2

2(I0) = 2(1 + h)−1 �.»^È\Å�Ì²Ä�Ç_Ï�ÐjÈ�Ç\Éa	�	/Ê°Ù�È\ÓjÌ¿ÝoÁjÆ É
v Ê_ÑAÉ,Ù�Ê�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�×
Å�ÐNÝØÂ
ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È�Ç_Ï�Î&ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

q1, p1
È\Ï

τ
ÐPÉ�ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ì ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ®�

�3��Û�¢!ÜÑ«>ÝCÞ'¡���£�«¤¢�£ ¥!��§
ÜÑã*äåâ
£�£¤�
	A�È©\¥�«>æåâ
£�«��\��
 §
�
�A£¤â���	Aâ
¡%«�ª¤â� A¦*¢��
�¤â9©Bã#¦���«��

µ^Å�ÄWÔPÄ�Ì=Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÍjÄ#ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐjÈ\Û"ÔPÄ_ÛjÇ_Ï�Å�ÍjÄ
r1 = I − I0

Í&ÓPÉKÚ_ÁPÈfÖ+ÍjÌ Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ.Å�È\ÚfÌ¿Ý¾Ü
Ã�Ä_ÐNÐjÈ\ËfÈ�ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×

Γ(w, r1, q2, p2)
Å+Ó¾×ØÔ.ÒjÈ

q2, p2, r1

Γ = Γ2 + Γ4 + . . . + Γ2m + . . . ,
Éa	1t�Ê

ËnÔPÄ
Γ2m

² Ù�È\ÓjÌ�É7Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ
2m
È\Ï�ÐjÈ�Ç_ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ

q2, p2, |r1|1/2
Ç
T
Ü�ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÌ¿ÍúÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍ
Ü

Ä_ÐNÏ\É\Ì¿Í=È\Ï�ÐjÈ�Ç_ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ
w
Ñ|ÒNÓNÍNÃjÄ�Ì

T = π
Å.ÇWÁjÝØÃPÉ\ÄAÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ�Í

T = 2π
Å,ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä+Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛ®�

Õ1Ä�Ç_Ý7Ã�Ä�Ç_Ï�Å�Ä_ÐNÐPÉK× ÉoÔNÔjÍNÏ�ÍNÅ�ÐPÉK×úÒjÈ�Ç_Ï�Èf×
ÐNÐPÉK× ÅçÉa	1t�Ê�È\ÒNÝ7Ã�Ä_ÐPÉ
��Õ1Ä�È Ä$º¾È�ÔjÍjÌ¿Æ@ÄGÔNÁj× ÔµÉoÁjÎ�ÐjÄ_Û�Ó�Ä_ËfÈ
ÉKÐPÉoÁjÍNÚoÉAÙ�È\ÓjÌ¿Æ

Γ2
Í

Γ4
ÍjÌ²Ä_Â#ÏAÅ�Í
Ô

Γ2 = ωr1 + Γ
(0)
2 (q2, p2, w), Γ

(0)
2 = f20q

2
2 + f11q2p2 + f02p

2
2,

Éa	f��Ê

Γ4 = 1
2
∂ω
∂I
r2

1 +
∂Γ

(0)
2

∂I
r1 + Γ

(0)
4 (q2, p2, w), Γ

(0)
4 = f40q

4
2 + f31q

3
2p2,

Éa	Jr7Ê

f20 = 1
4

[
(2α− (2α − 1) cos2 q1)p2

1 + 2 cos q1

]
,

f11 = 1
2

(2α− 1)p1 sin q1 cos q1, f02 = 1
4

[
(2α− 1) cos2 q1 + 1

]
,

f40 = 1
6

[
(2α sin2 q1 + cos2 q1)p2

1 − 1
4

cos q1

]
,

f31 = 1
6

(2α− 1)p1 sin q1 cos q1,

Éa	f��Ê

ËnÔPÄ
ω = ω1

Å.ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä+ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ�Í
ω = ω2

Å.ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä+Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛ®�Aµ�ÄWÁjÍNÃNÍNÐNÆ
q1
Í
p1
È\Ï�Å�Ä_ÃPÉKÂ#Ï

ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ì¿Ý�ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÂ Í È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn× ÒjÈGÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\Ì É
v ÊDÍ�É,Ù�ÊDÅ7ÇWÁjÝØÃPÉK×7º�ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ
ÍàÅ�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛ.Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�Ä_ÐNÐjÈN�

�
É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐçÉa	1t�Ê°ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍNÏàÈ\Ï�ÔjÅ�Ýnº.ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓjÈ\ÅjÊæÍNÐjÄ_Ó�´NÍjÈ\ÐNÐjÈ\ËfÈ¬ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓPÉ
α
Í,Å�ÄWÁjÍNÃNÍ
Ü

ÐNÆ
I0
ÑKÕØÈ\Ï�È\ÓPÉK×+×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn×+ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓjÈ�Ì/Ç�Ä�Ì²Ä_ÛjÇ_Ï�Å¾É»Ï�ÓPÉ\Ä_ÕNÏ�È\ÓNÍNÛAÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ\ËfÈ1ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×|�K��Áj×

ÔµÉoÁjÎ�ÐjÄ_Û�Ó�Ä_ËfÈ�ÉKÐPÉoÁjÍNÚoÉ
Ñ²È�ÔjÐPÉKÕØÈNÑ�Ä\ÝoÔPÄ_Ï,ÝoÔPÈ Ä\ÐjÄ�Ä&Å�Ì²Ä�Ç_Ï�È
I0
ÍjÇ_ÒjÈKÁjÎ�ÚfÈ\Å¾ÉKÏ�Î7ÒjÈ�Ç_Ï�Èf×
ÐNÐNÝØÂ Î�ÐjÄ_ÓNË�ÍNÍ

Ò
ÁPÈ�Ç_ÕØÈ\ËfÈAÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ\ËfÈAÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×|�
× ÉoÔµÉ�ÃPÉ È Ä=È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍEº ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ Í Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛòÏ�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ Ï�ÄWÁµÉ

Î�ÕNÅ�ÍNÅ¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐPÉ�ÚoÉoÔµÉ�ÃjÄ�È Ä+Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�ÍGÕ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û�Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆìÇ�Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì�Éa	1t�Ê�ÒjÈAÈ\Ï\Ü
ÐjÈDÓ�Ä_ÐNÍNÂ Õ"ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ@Ì

q2, p2, r1
�

��Áj×,ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×,Å�È\ÒNÓjÈ�ÇfÉ¬È Ä&Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í�ÐjÄ�È Ä$º¾È�ÔjÍjÌ²ÈàÅ�Æ°ÒjÈKÁjÐNÍNÏ�Î"ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÍNÚoÉ�´NÍNÂ)Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎ\Ü
Ï�È\ÐNÍPÉKÐPÉ�Éa	1t�ÊWÑ²ÉàÚoÉKÏ�Ä�ÌìÒNÓNÍjÌ²Ä_ÐNÍNÏ�Î�Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�ÍjÄ&ÕNÓNÍNÏ�Ä_ÓNÍNÍ Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í�Ð 	�	(ÒZ� × É\Ì²Ä_Ï�ÍjÌ°Ñ

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B���n�7�7�;�4���$���+���+�.�����n�E���.�7�n�
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È�ÔjÐPÉKÕØÈNÑØÃNÏ�È1ÔµÉKÐNÐNÆ@Ä<ÕNÓNÍNÏ�Ä_ÓNÍNÍ&Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í"Ç�È\Å�ÒPÉoÔµÉKÂ#Ï�Ç°ÕNÓNÍNÏ�Ä_ÓNÍN×NÌ¿Í¬Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í&ÒjÈKÁPÈfÖ�ÄWÜ
ÐNÍN×àÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×.ÓjÄWÔjÝ7´NÍNÓjÈ\Å¾ÉKÐNÐjÈ\ÛGÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆìÇDÈ�ÔjÐjÈ\Û,Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÎ�Â Ç_Å�È Ä�È�ÔjÆ�ÑæÈ\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾ÉKÂ�Ã�Ä_ÛàÔjÅ�ÍNÖ�ÄWÜ
ÐNÍjÄ1ÐPÉ�ÍNÚfÈDÎ�ÐjÄ_ÓNËfÄ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�Ì ÝØÓjÈ\Å�ÐjÄ

Γ = 0
�;¯1ÈDÎ�Ï�È�Ì¿Ý¬ÔµÉoÁPÄ�Ä3Ä\ÝoÔPÄ�Ì ÓPÉ\Ç�Ç�Ì�ÉKÏ�ÓNÍNÅ¾ÉKÏ�Î&Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ä

ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍjÄ�ÁjÍ�Ó�Î&ÐPÉAÍNÚfÈDÎ�ÐjÄ_ÓNËfÄ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�ÌòÝØÓjÈ\Å�ÐjÄ
Γ = 0
ÑµÈ\Ï�Å�Ä_ÃPÉKÂ�Ã�Ä�ÌûÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ì¿ÝàÔjÅ�ÍNÖ�ÄWÜ

ÐNÍNÂ��
µûÇ_Í
ÁjÝ+ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛ&ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×"Ç@Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì_Éa	1t�Ê²ÕØÈ�È\Ó�ÔjÍNÐPÉKÏ\É

w
×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn×&Å�È\Ú�ÓPÉ\Ç_Ï\ÉKÂ<Ü

Ã�Ä_Û+Ù1ÝØÐNÕ�´NÍjÄ_Û�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐjÈ\Û
τ
ÑKÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿ÝDÅ#ÚoÉoÔµÉ�ÃjÄ°È Ä#Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í�ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×+È\ÐPÉ#Ì²ÈfÖ�Ä_Ï�ÍNË�ÓPÉKÏ�Î

ÓjÈKÁjÎDÅ�ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÍ®�\��Áj×AÈ\ÒNÍjÇfÉKÐNÍN×+ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×AÐPÉ»ÐNÝoÁPÄ_Å�È�Ì�ÍNÚfÈDÎ�ÐjÄ_ÓNËfÄ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�Ì�ÝØÓjÈ\Å�ÐjÄ°ÒNÓNÍjÌ²Ä�Ì�ÕØÈ�È\Ó
Ü
ÔjÍNÐPÉKÏ�Ý

w
ÚoÉAÐjÈ\Å�ÝØÂ ÐjÄ_ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ¿ÝØÂ�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÝØÂ��µ�»ÓjÈ�Ì²ÄDÏ�È\ËfÈNÑµÍNÚDÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×

Γ = 0
ÒNÓNÍGÌ�ÉoÁjÆ=º

q2, p2, r1
ÍjÌ²Ä�Ä�Ì

r1 = −K(q2, p2, w)
���DÝØÐNÕ�´NÍN×

K(q2, p2, w)
ÒNÓjÄWÔPÇ_Ï\ÉKÅ\Áj×NÄ_Ï¬Ç�È Ä�È\ÛàÓ¾×ØÔ

K = K2 +K4 + . . .+Kk + . . . ,
Éa	f��Ê

Kk
² Ù�È\ÓjÌ�É�Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ

k
È\Ï�ÐjÈ�Ç_ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ

q2, p2
Ç
T
Ü�ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÌ¿ÍýÒjÈ

w
ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ\É\Ì¿Í®�

��È\ÓjÌ¿Æ
K2
Í
K4
ÍjÌ²Ä_Â#ÏAÇWÁPÄWÔjÝØÂ�Ã�ÍNÛà×
Å�ÐNÆ°ÛàÅ�Í
Ô

K2 = 1
ωΓ

(0)
2 (q2, p2, w),

Éa	/v Ê

K4 = 1
ω


Γ

(0)
4 (q2, p2, w)− Γ

(0)
2
ω

∂Γ
(0)
2

∂I
+ 1

2
∂ω
∂I


Γ

(0)
2
ω




2
. Éa	���Ê

�#ÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×"ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×.ÐPÉ�ÍNÚfÈDÎ�ÐjÄ_ÓNËfÄ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�Ì ÝØÓjÈ\Å�ÐjÄ
Γ = 0
Ì²ÈfÖ+ÐjÈAÚoÉKÒNÍjÇfÉKÏ�Î&ÅAË_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�ÈKÜ

ÐjÈ\Å�È\Û.Ù�È\ÓjÌ²Ä
dq2

dw
= ∂K
∂p2

,
dp2

dw
= −∂K

∂q2
.

Éa	1Ù�Ê

ÖSÉKÕNÍjÌ�È Ä\ÓPÉKÚfÈ�Ì°Ñ�ÚoÉoÔµÉ�ÃPÉDÈ Ä1Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í¬ÓPÉ\Ç�Ç�Ì�ÉKÏ�ÓNÍNÅ¾É\Ä�Ì¿Æ=º�Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍEºAÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº�ÔjÅ�Í
Ü
Ö�Ä_ÐNÍNÍ=Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈGÏ�ÄWÁµÉ.Ç_Å�È�ÔjÍNÏ�Çn×=Õ�ÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÐNÍNÂ Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍN×=ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×

q2 =
= p2 = 0

ÓjÄWÔjÝ7´NÍNÓjÈ\Å¾ÉKÐNÐjÈ\ÛGÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�Éa	1Ù�Ê_�

� ���_£¤¢=Ý¤«�§�ã! A¡�����ª�«¤¥!�! A¡%« ¥ Ý¤«�£¤â���£¤�!Ü�����«��=Ý¤«>æåâ
£�«�«

¬¿É\Ç�Ç�Ì²È\Ï�ÓNÍjÌúÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Ý&ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐNÆ=ºàÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛ.Ç»Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì
K2

dq2

dw
= 1
ω (f11q2 + 2f02p2),

dp2

dw
= − 1

ω (2f20q2 + f11p2).
É,t u�Ê

µ�ÄWÁjÍNÃNÍNÐNÆ
f11, f20, f02

Å É,t u�Ê�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn×àÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å¾É\Ì¿Í�Éa	f��Ê_�
µ^Æ°Å�È�ÔjÆýÈ Ä�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í,Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�É,t u�Ê^Ì²ÈfÖ+ÐjÈ�ÇuÔPÄWÁµÉKÏ�ÎAÐPÉ�È�Ç_ÐjÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍ,ÉKÐPÉoÁjÍNÚoÉ�ÕØÈ\ÓNÐjÄ_Û.Ä�Ä

ºØÉKÓPÉKÕNÏ�Ä_ÓNÍjÇ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ¬ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×
ρ2 − 2κρ+ 1 = 0,

É,t
	/Ê
ËnÔPÄ

2κ = [x11(T ) + x22(T )]
� �DÝØÐNÕ�´NÍNÍ

x11(w), x22(w)
² Î_ÁPÄ�Ì²Ä_ÐNÏ�Æ Ù1ÝØÐ
ÔµÉ\Ì²Ä_ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\ÛàÌ�ÉKÏ�ÓNÍ�´NÆ

X(w)
Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ¶É,t u�Ê_Ñ�ÝoÔPÈ\Å\ÁPÄ_Ï�Å�È\Ó¾×
Â�Ã�Ä_Û�ÐPÉ�ÃPÉoÁjÎ�ÐNÆ@Ì�Ý�ÇWÁPÈ\Å�ÍN×NÌ

X(0) = E2
Ñ�ËnÔPÄ

E2
² ÄWÔjÍNÐNÍNÃNÐPÉK×

Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´PÉ+Å�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ+ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É
�
!�ÇWÁjÍ |κ| > 1

ÑSÏ�È,ÕØÈ\ÓNÐNÍ�ºØÉKÓPÉKÕNÏ�Ä_ÓNÍjÇ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×�ÒjÈGÌ²È�ÔjÝoÁjÂåÄ�ÈKÁjÎ Ó�Ä¬ÄWÔjÍNÐNÍ�´NÆ��
µØÎ�Ï�È�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä»ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐPÉK×àÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì�ÉdÉ,t u�Ê¯ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ¾ÉdÐ 	1t/ÒZ�#"<Ï�Ç_Â�ÔµÉ
ÑNÐPÉ�È�Ç_ÐjÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍàÏ�Ä�È\ÓjÄ�Ì¿Æ�$1×ØÜ
ÒNÝØÐjÈ\Å¾É+È Ä�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í,ÒjÈ�ÒjÄ_ÓNÅ�È�Ì¿Ý¬ÒNÓNÍ;ÄKÁjÍNÖ�Ä_ÐNÍNÂ�ÑPÇWÁPÄWÔjÝ�Ä_Ï�ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Î�ÐjÄWÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û,Ç_Í
Ü
Ç_Ï�Ä�Ì¿Æ Éa	1Ù�Ê_Ñ@É=ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈNÑ@Í È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐPÉK×ýÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�ÎúÇ�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�Ä_ËfÈ Ò
ÁPÈ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B�9�n�7�7�;�.���$���+���+�4���5�n�E���.�7�n�
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ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ�ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍN×|�%!�ÇWÁjÍ�Ö�Ä |κ| < 1
Ñ�Ï�ÈDÌ²È�ÔjÝoÁjÍ�ÕØÈ\ÓNÐjÄ_Û\ºØÉKÓPÉKÕNÏ�Ä_ÓNÍjÇ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ+ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄWÜ

ÐNÍN×àÓPÉKÅ�ÐNÆìÄWÔjÍNÐNÍ�´jÄ�ÑjÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿Ý¬ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐPÉK×.Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì�É É,t u�Ê�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ¾É Ð 	1t/ÒZ� &»ÚDÒjÈ�ÇWÁPÄWÔjÐjÄ_ËfÈNÑPÈ�ÔjÐPÉKÕØÈNÑ
ÐjÄ�ÇWÁPÄWÔjÝ�Ä_ÏAÝ�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Î¬Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�Ä_Û.ÐjÄWÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û,Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ��

¯»ÓNÍ |κ| = 1
ºØÉKÓPÉKÕNÏ�Ä_ÓNÍjÇ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�Ä�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍjÄdÉ,t
	/Ê@ÍjÌ²Ä�Ä_Ï"ÕNÓPÉKÏ�ÐNÆ°Û7ÕØÈ\ÓjÄ_ÐNÎ

ρ = 1
Í
ÁjÍ

ρ =
= −1
��µÈÎ�Ï�È�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\ÄGÉKÐPÉoÁjÍNÚoÉ/Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\ÛòÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆßÉ,t u�Ê+Ï\ÉKÕNÖ�ÄGÐjÄWÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈ

ÔNÁj×"ÒjÈKÁjÝØÃjÄ_ÐNÍN×.Ç_Ï�ÓjÈ\Ë�ÍEº"Å�Æ°Å�È�ÔPÈ\Å¬È Ä+È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\ÛGÝ�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í,Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍEº¬ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÛ,Ï�Å�Ä_Ó�ÔPÈ\ËfÈ
Ï�ÄWÁµÉ
�9¯»ÓNÍ |κ| 6 1

Å�È\ÒNÓjÈ�ÇAÈ Ä"È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í/Ò
ÁPÈ�Ç_ÕNÍEºGÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº�ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍNÛ
ÓjÄJÓ+É\Ä_Ï�Çn×àÃ
ÁPÄ_ÐPÉ\Ì¿ÍàÐjÄ1ÐNÍNÖ�Ä�ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈAÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É+Å+Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÄàÉa	f��Ê_�

µ�È ÄDÃ�Ä�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä&Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐNÆ
x11(T )

Í
x22(T )

È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn×=ÒNÝØÏ�Ä�ÌìÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÐjÈ\ËfÈGÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍ
Ü
ÓjÈ\Å¾ÉKÐNÍN×.ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û7Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ É,t u�Ê°ÐPÉAÍNÐNÏ�Ä_ÓNÅ¾ÉoÁPÄ

[0;T ]
�'"<Õ
ÉKÚ�Æ°Å¾É\Ä_Ï�Çn×|Ñ®È�ÔjÐPÉKÕØÈNÑµÃNÏ�È�ÒNÓNÍGÈ\ÒNÓjÄWÔPÄWÜ

ÁPÄ_ÐNÐNÆ=º¬Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×7º"ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓjÈ\Å
α
Í
h
Ì²ÈfÖ+ÐjÈ+ÐPÉKÛNÏ�ÍàÈ ÄDÃ�Ä�Ä»ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍjÄ1Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�É,t u�Ê�Í"ÒjÈKÁjÝØÃNÍNÏ�Î

Å�Æ°ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×,ÔNÁj×
x11(T )

Í
x22(T )

Å�×
Å�ÐjÈ�ÌûÅ�Í
ÔPÄ���»ÏÎ�Ï�È\Û ´jÄWÁjÎ�Â Å�Æ°ÒjÈKÁjÐNÍjÌ Ù�È\ÓjÌ�ÉoÁjÎ�ÐjÈ�ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÝ
ÐjÄ_ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È\Û¬ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐjÈ\Û&ÒjÈDÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁPÄ

z = cos q1(w)
Í�ÒjÄ_ÓjÄ_Û
ÔPÄ�Ì/È\Ï�Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ¶É,t u�Ê¿Õ+ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ�Ì¿Ý

ÔjÍjÙ�Ù�Ä_ÓjÄ_Ð�´NÍPÉoÁjÎ�ÐjÈ�Ì¿Ý"ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÂ Å�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ+ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É

d2q2

dz2
+ P (z)

dq2

dz
+Q(z)q2 = 0 ,

É,t t�Ê

ËnÔPÄ

P (z) =1
2

(1− 2α) z4 + 2h (1 − 2α) z3 + 6α z2 + 2h (4α − 1) z − 1

(2α z2 − z2 + 1) (z + h) (z2 − 1)
,

Q(z) =1
2

(2α− 1) z3 + h (α+ 1) (2α − 1) z2 + (1− 4α) z + h (1− 3α)

(2α z2 − z2 + 1) (z + h) (z2 − 1)
.

É,t���Ê

µ^Æ°ÒjÈKÁjÐNÍNÅ�Ï�Ä_ÒjÄ_ÓNÎAÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÝ¬ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È\Û.ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐjÈ\Û
q2
ÒjÈAÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁPÄ

ξ = q2 exp


1

2

z∫

z0

P (v)dv


, É,t�r7Ê

ÒNÓNÍEº¾È�ÔjÍjÌûÕ"ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÂ�ÑNÐjÄ�Ç�È�ÔPÄ_Ó¾Ö�É�Ã�Ä�Ì¿ÝàÒjÄ_ÓNÅ�È\ÛàÒNÓjÈ\ÍNÚ�Å�È�ÔjÐjÈ\Û

d2ξ

dz2
− J(z)ξ = 0,

É,t���Ê

ËnÔPÄ

J(z) = −Q(z) + 1
4
P (z)2 + 1

2

dP (z)

dz
.

É,t���Ê
�1ÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ

J(z)
ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×ÏÉ,t���Ê3² ÓPÉ�´NÍjÈ\ÐPÉoÁjÎ�ÐPÉK× Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×/ÐjÄ_ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È\ÛûÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐjÈ\Û

z
�

��ÉoÁPÄ�Ä1ÒNÓjÄWÔjÒjÈKÁµÉKË_É\Ä�Ì°ÑµÃNÏ�È�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐPÉK×
z
ÒNÓNÍNÐNÍjÌ�É\Ä_Ï�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×àÍNÚ1ÕØÈ�Ì¿Ò
ÁPÄ_ÕØÇ_ÐjÈ\Û7È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í®�

!�ÇWÁjÍ
ξ1(z)

²)Õ
ÉKÕØÈ�ÄWÜ�ÁjÍ;Ä�È�ÃPÉ\Ç_Ï�ÐjÈ�Ä1ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍjÄ1ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×�É,t���ÊWÑNÏ�È+Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×

ξ2(z) = ξ1(z)

z∫

z0

1

ξ2
1(v)

dv

Ï\ÉKÕNÖ�Ä+×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn×GÃPÉ\Ç_Ï�ÐNÆ@ÌòÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍjÄ�ÌúÔµÉKÐNÐjÈ\ËfÈ¬ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×|ÑæÒNÓNÍNÃjÄ�Ì
ξ1(z)
Í
ξ2(z)
È Ä\ÓPÉKÚ�ÝØÂ#Ï"Ç_Í
Ü

Ç_Ï�Ä�Ì¿Ý�ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ1ÐjÄ_ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ¿Æ=º�ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍNÛ É Ç�Ì°� ÑKÐPÉKÒNÓNÍjÌ²Ä_Ó®Ñ;Ð 	f�/Ò�ÊW�(&1Ç_ÒjÈKÁjÎ�Ú�Ý�×�ÔµÉKÐNÐNÆ@Ä�ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×|ÑKÝØÖ�Ä
ÐjÄ�ÇWÁPÈfÖ+ÐjÈ�ÒjÈKÁjÝØÃNÍNÏ�Î�Ù1ÝØÐ
ÔµÉ\Ì²Ä_ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐNÝØÂ Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Ý¬ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍNÛàÔNÁj×ÁÉ,t u�Ê_�

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B���n�7�7�;�4���$���+���+�.�����n�E���.�7�n�
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+�É\Ç_Ï�ÐjÈ�Ä�ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍjÄ�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×�É,t���Ê_ÑµÒjÈKÁjÝØÃPÉ\Ä�Ì²È�Ä�Å¬ÕNÅ¾ÉoÔjÓPÉKÏ�ÝØÓPÉ/º�É Ä�ÇWÁjÍ7Ï\ÉKÕØÈ�ÄAÇ_Ý7Ã�Ä�Ç_Ï�Å�Ý�Ä_Ï7ÊWÑ
Ì²ÈfÖ+ÐjÈ�ÒjÈ\ÒNÆ°Ï\ÉKÏ�Î�Çn×�ÒjÈ�Ç_Ï�ÓjÈ\ÍNÏ�ÎDÒNÓNÍAÒjÈ�Ì²ÈDÃ�Í¬ÉoÁjËfÈ\ÓNÍNÏ�Ì�É#�DÖà���1È\Å¾É�ÃNÍNÃPÉBÐ 	JrDÒZ�K��ÉKÐNÐNÆ°Û¬ÉoÁjËfÈ\ÓNÍNÏ�Ì
ÒjÈ\Ú�Å�ÈKÁj×NÄ_Ï"ÐPÉ/º¾È�ÔjÍNÏ�Î¬ÁjÍNÝØÅ�Í
ÁPÄ_Å�Æ ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×,ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×,Å�Í
ÔµÉkÉ,t���ÊWÑµÏK�uÄ��µÏ\ÉKÕNÍjÄ�ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×,ÕØÈ\Ï�È\ÓNÆ@Ä
Ì²È\Ë�ÝØÏkÄ\Æ°Ï�Î,ÒjÈKÁjÝØÃjÄ_ÐNÆ ÒNÓNÍ/ÒjÈ�Ì²ÈDÃ�Í�ÕØÈ\ÐjÄ_ÃNÐjÈ\ËfÈGÃNÍjÇWÁµÉ.ÇWÁPÄWÔjÝØÂ�Ã�ÍEº7ÔPÄ_ÛjÇ_Ï�Å�ÍNÛ�ÐPÉoÔ=ÓPÉ�´NÍjÈ\ÐPÉoÁjÎ\Ü
ÐNÆ@Ì¿Í.Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×NÌ¿Í®ÊNÅ�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐNÍjÄ�ÉoÁjËfÄ$Ä\ÓPÉKÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº.È\ÒjÄ_ÓPÉ�´NÍNÛ®ÑjÅ�Æ°ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÍjÄ�ÐjÄ�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁPÄ_ÐNÐjÈ\ËfÈ�ÍNÐ
Ü
Ï�Ä_Ë�ÓPÉoÁµÉ+Í"ÐPÉ/º¾ÈfÖ�ÔPÄ_ÐNÍjÄ>Î�ÕØÇ_ÒjÈ\ÐjÄ_ÐNÏ�Æ È\Ï+ÐjÄ�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁPÄ_ÐNÐjÈ\ËfÈ�ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁµÉ
�

Õ1Ä+ÒNÓNÍNÅ�È�Ôj×7Ë�ÓjÈ�Ì²È\Ú_ÔjÕNÍEº�Å�Æ°ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÍNÛ®ÑSÇ_Å�×
ÚoÉKÐNÐNÆ=º�Ç�ÒNÓNÍjÌ²Ä_ÐjÄ_ÐNÍjÄ�Ì ÉoÁjËfÈ\ÓNÍNÏ�Ì�É"�1È\Å¾É�ÃNÍNÃPÉ
Ñ
ÝØÕ
ÉKÖ�Ä�Ì Ï�Ä�ÇWÁjÝØÃPÉKÍ®ÑNÕØÈ\ËnÔµÉ�ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐNÝØÂ Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÝÑÉ,t u�Ê^ÝoÔµÉ\Ä_Ï�Çn×àÒNÓjÈ\ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍNÓjÈ\Å¾ÉKÏ�Î&Å+ÕNÅ¾ÉoÔjÓPÉKÏ�ÝØÓPÉ/º|Ñ
ÍàÅ�Æ°ÒNÍ�Ó�Ä�Ì Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�ÝØÂ Ä_ÛàÙ1ÝØÐ
ÔµÉ\Ì²Ä_ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐNÝØÂ Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´NÝ��
	��,!�ÇWÁjÍ

h = 0
Ñ�É
α ∈ [1/3; 1]

Ñ¾Ï�È#Î_ÁPÄ�Ì²Ä_ÐNÏ�Æ
xij
Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´NÆ

X(w)
Ù1ÝØÐ
ÔµÉ\Ì²Ä_ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û&Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ

ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍNÛ.È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn×,Ù�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\Ì¿Í

x11 = cnu,

x12 = (α− 1)cnu (2E(amu)− u) + snudnu,

x21 = −2snudnu,

x22 = cn3u− 2(α − 1) (2E(amu)− u) snudnu, u = 2K
π w.

É,t�v Ê

¯»ÓNÍ
w = π

Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´PÉ
X(w)

Ä\ÝoÔPÄ_ÏAÍjÌ²Ä_Ï�ÎAÅ�Í
Ô

X(π) =

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−1 2(1− α)(2E −K)
0 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣.

É,t,��Ê

+1Ä_ÓjÄ_Ú
E
È Ä�È\Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_Ð<Î_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍNÛûÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁ Å�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ7ÓjÈ�ÔµÉ
��µ�Å�Æ°ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×7º É,t�v ÊDÍ�É,t,��Ê�Ì²ÈKÜ

ÔjÝoÁjÎ¤Î_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº"ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁPÈ\Å+ÍQÎ_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºàÙ1ÝØÐNÕ�´NÍNÛ&ÒNÓNÍNÐNÍjÌ�É\Ä_ÏAÚ�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍjÄ
k1 =

√
2/2
Ñ

Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�Ä�Ä
h = 0
�

t
�-!�ÇWÁjÍ
h = − 1

2α− 1

É
h ∈ (1; +∞)

Ñ
α ∈ (1/3; 1/2)

ÊWÑ�Ï�È¿Î_ÁPÄ�Ì²Ä_ÐNÏ�Æ
xij
Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´NÆ

X(w)
Ù1ÝØÐ
ÔµÉ\Ì²Ä_ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\ÛGÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍNÛ.È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn×.Ù�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\Ì¿Í

x11 = cnudnu,

x12 =
k2

k2
2 − 2

[
dnu cnu (u− E(amu)) + snu (k2

2 cn2u− 1)
]
,

x21 = −(k2
2 + 2 dn2u) snu

k2
,

x22 =
snu (k2

2 + 2 dn2u) (E(amu)− u) + dnu cnu (k2
2 − 2(1 + k2

2sn2u))

k2
2 − 2

, u = K
π w .

É,t Ù�Ê

¯»ÓNÍ
w = 2π

Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´PÉ
X(w)

Ä\ÝoÔPÄ_Ï+ÍjÌ²Ä_Ï�ÎAÅ�Í
Ô

X(2π) =

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
−1

2k2

(2− k2
2)

(K −E)

0 −1

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
.

É�� u�Ê

µ Å�Æ°ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×7º¶É,t Ù�Ê+Í¶É�� u�ÊAÌ²È�ÔjÝoÁjÎ�Î_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁPÈ\Å=ÍØÎ_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºòÙ1ÝØÐNÕ�´NÍNÛ
ÒNÓNÍNÐNÍjÌ�É\Ä_Ï�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍjÄ

k2 =
√

(2α − 1)/(α − 1)
�

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B�9�n�7�7�;�.���$���+���+�4���5�n�E���.�7�n�
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�
�*!�ÇWÁjÍ
h = 1

2α− 1

É
h ∈ (1; +∞)

Ñ
α ∈ (1/2; 1)

ÊWÑæÏ�ÈBÎ_ÁPÄ�Ì²Ä_ÐNÏ�Æ
xij
Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´NÆ

X(w)
Ù1ÝØÐ
ÔµÉoÜ

Ì²Ä_ÐNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ\ÛGÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆýÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍNÛ.È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn×.Ù�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\Ì¿Í

x11 =
dnu snu [u(1− k2

2)− E(amu)] + cnu (1− k2
2 cn2u)

1− k2
2

,

x12 =
k2 snudnu

2− k2
2

,

x21 =
(k2

2 − 2 dn2u)[E(amu)− u (1− k2
2)] cnu+ (k2

2 − 2(1 − k2
2cn2u)) snudnu

k2(1− k2
2)

,

x22 =
(2 dn2u− k2

2) cnu

2− k2
2

, u = K
π w .

É��
	/Ê

¯»ÓNÍ
w = 2π

Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´PÉ
X(w)

Ä\ÝoÔPÄ_Ï+ÍjÌ²Ä_Ï�ÎAÅ�Í
Ô

X(2π) =

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣

−1 0

(2− k2
2)(2E − 2(1 − k2

2)K)

k2(1− k2
2)

−1

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
.

É�� t�Ê

µ Å�Æ°ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×7º¶É��
	/Ê+Í¶É�� t�ÊAÌ²È�ÔjÝoÁjÎ�Î_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓPÉoÁPÈ\Å=ÍØÎ_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºòÙ1ÝØÐNÕ�´NÍNÛ
ÒNÓNÍNÐNÍjÌ�É\Ä_Ï�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍjÄ

k2 =
√

(2α − 1)/α
�

× É\Ì²Ä_Ï�ÍjÌ°ÑjÃNÏ�È�Å�È+Å�Ç�Ä(º¬Ï�ÓjÄ(º¬ÝØÕ
ÉKÚoÉKÐNÐNÆ=º.ÇWÁjÝØÃPÉK×7º¬ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍNÓNÝ�Ä�Ì²È�Ç_Ï�ÍGÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�É,t u�Ê^ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í
Ü
´NÍjÄ_ÐNÏ

κ = −1
ÑjÏK�uÄ��+ºØÉKÓPÉKÕNÏ�Ä_ÓNÍjÇ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�Ä+ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍjÄQÉ,t
	/Ê°ÍjÌ²Ä�Ä_Ï&ÕNÓPÉKÏ�ÐNÆ°ÛGÕØÈ\ÓjÄ_ÐNÎjÑµÓPÉKÅ�ÐNÆ°Û −1

�
Ë¯Ï�ÈGÈ\Ú�ÐPÉ�ÃPÉ\Ä_ÏKÑ²ÃNÏ�È.Å7Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²Ä&Å�È\Ú�ÐNÍNÕ
É\Ä_Ï7ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ¬Å�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ,ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É
Ñ²ÕØÈ\Ï�È\ÓNÆ°Û®Ñ¿Õ
ÉKÕ=ÒNÓPÉKÅ�Í
ÁPÈNÑ
ÍjÌ²Ä�Ä_Ï�Ì²Ä�Ç_Ï�ÈAÐPÉ�Ë�ÓPÉKÐNÍ�´PÉ/ºàÈ ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Ä_Û.Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í®�
��Áj×AÒNÓjÈ\ÍNÚ�Å�ÈKÁjÎ�ÐNÆ=º�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍNÛ&ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓjÈ\Å�ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ

κ
Å�Æ°ÃNÍjÇWÁj×ØÁPÇn×�ÒNÓNÍ�ÒjÈ�Ì²ÈDÃ�Í�ÃNÍjÇWÜ

ÁPÄ_ÐNÐjÈ\ËfÈ1ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍNÓjÈ\Å¾ÉKÐNÍN×�Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ É,t u�Ê_�DÕ�É»È�Ç_ÐjÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍAÒNÓjÈ\Å�ÄWÔPÄ_ÐNÐNÆ=º+ÓPÉ\Ç_ÃjÄ_Ï�È\Å>Ä\Æ�ÁµÉ#ÒjÈ�Ç_Ï�ÓjÈ�Ä_ÐPÉ
ÔjÍPÉKË�ÓPÉ\Ì²Ì�É�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í®ÑPÍNÚfÈ Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÐPÉK×,ÐPÉ+ÓNÍjÇ��v	��*. Ï�ÓNÍEº¾È\Å�ÕØÈ\ÛGÒjÈ\Õ
ÉKÚoÉKÐPÉ&È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Î�ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\Û
Ü
ÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í®�/"<ÐPÉ"ÓPÉKÚ_ÔPÄWÁj×NÄ_Ï�Çn×/ÒNÓ¾×NÌ²È\Û

h = 1
ÐPÉ¬ÔjÅ�ÄAÒjÈ�ÔPÈ ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í®��Õ»ÍNÖ+ÐN×
×/ÒjÈ�ÔPÈ ÄKÁµÉ\Ç_Ï�ÎGÇ�È�È\Ï�Å�Ä_Ï\Ü

Ç_Ï�Å�Ý�Ä_Ï�È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈDÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�Æ@Ì/ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×NÌ°Ñ
É»Å�Ä_Ó�º
ÐN×
×AÒjÈ�ÔPÈ ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Î>² È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈDÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\Û
Ü
ÃNÍNÅ�Æ@ÌGÅ�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×NÌ°��¬¿É\Ç_ÃjÄ_Ï�Æ ÒjÈ\Õ
ÉKÚoÉoÁjÍ®Ñ�ÃNÏ�È»Ç�È�È\Ï�ÐjÈDÓ�Ä_ÐNÍN×AÌ²Ä_Ö�ÔjÝDÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓPÉ\Ì¿Í

α
Í
h
Ñ\Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï\Ü

Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�ÍjÄ#ÒNÓNÍNÅ�ÄWÔPÄ_ÐNÐNÆ@Ì=Å�Æ�Ó�Ä»ÇWÁjÝØÃPÉK×NÌ�ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍNÓNÝ�Ä�Ì²È�Ç_Ï�Í"ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\ÛàÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�ÑØÔPÄ_ÛjÇ_Ï�Å�ÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ
È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï/Ë�ÓPÉKÐNÍ�´NÆ È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í®�=Õ»ÍNÖ+ÐjÄ_Û Ë�ÓPÉKÐNÍ�´jÄ_Û

γ
(1)
2

È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�ÍûÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍ
Ü
Å�È�Ç_Ï�Í�×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn×�ÒNÓ¾×NÌ�ÉK×

h = 0
ÑvÇ�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã+ÉK×/ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×NÌìÇ&É\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔPÈ\Û

π/2
�v�»ÓNÍNÅ�ÈKÁjÍ
Ü

ÐjÄ_ÛNÐNÆ@Ä�ÝØÃPÉ\Ç_Ï�ÕNÍ
γ

(2)
2

Í
γ

(3)
2

ÁPÄ_Å�È\ÛGÍ,ÒNÓPÉKÅ�È\ÛGË�ÓPÉKÐNÍ�´7È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�ÍGÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í�ÚoÉoÔµÉKÂ#Ï�Çn×,ÝØÓPÉKÅ\Ü
ÐjÄ_ÐNÍN×NÌ¿Í

h = − 1
2α− 1

Í
h = 1

2α− 1

Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�Ä_ÐNÐjÈN�5¯»ÓNÍ
h → +∞ ÕNÓNÍNÅ�Æ@Ä γ(2)

2

Í
γ

(3)
2É\Ç_ÍjÌ¿ÒNÏ�È\Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍ7ÒNÓNÍ;ÄKÁjÍNÖ�ÉKÂ#Ï�Çn×,Õ.Å�Ä_ÓNÏ�ÍNÕ
ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û7ÒNÓ¾×NÌ²È\Û

α = 1/2
ÑµÇ�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�Ä_Û7ÇWÁjÝØÃPÉKÂ

»#��µ»�u�1È\Å¾ÉoÁPÄ_Å�Ç_ÕØÈ\Û®�
µGÐjÄ_ÚoÉ�Ó�Ï�ÓNÍEº¾È\Å¾ÉKÐNÐNÆ=º�È ÄKÁµÉ\Ç_Ïo×7º�ÐPÉ°ÓNÍjÇ��¾	²ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×QÉ È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Î10�ÊµÍ
ÁjÍ�Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×aÉ È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í�020

Í302020�Ê¿È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ+Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�ÆòÅDÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ�Ì�ÒNÓNÍ;ÄKÁjÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ®�Ø��Áj×&ÒjÈKÁjÝØÃjÄ_ÐNÍN×¬Ç_Ï�ÓjÈ\Ë�ÍEº&Å�Æ°Å�È�ÔPÈ\Å+È Ä
Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í,Å+ÝØÕ
ÉKÚoÉKÐNÐNÆ=º.È ÄKÁµÉ\Ç_Ïo×7º"Ï�ÓjÄ$Ä\Ý�Ä_Ï�Çn×"ÔPÈ\ÒjÈKÁjÐNÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ�ÄDÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÐNÍjÄ��

4*��
� � 9ÝCâ9©\�!¥!¢�£�«¤â�ã! A¡�����ª�«¤¥!�! A¡%« ¥5���¤â9©\â�ÝCÞ�£�687  9Ý¤ã#ª¤¢��17

»¯Ï�ÓjÈ\Ë�ÍNÛìÉKÐPÉoÁjÍNÚ7Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í Å È ÄKÁµÉ\Ç_Ïo×7º90WÑ�020+Í902020�ÐPÉ�ÃNÐjÄ�Ì Ç,ÍNÚ�ÝØÃjÄ_ÐNÍN× ÒNÓjÄWÔPÄWÁjÎ�ÐNÆ=º
ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä_ÅjÑSÕØÈ\ËnÔµÉ.ÝoÔµÉ\Ä_Ï�Çn×�Å�Å�Ä�Ç_Ï�Í Ì�ÉoÁjÆ°Û=ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�Ó=Í�Å�Æ°ÒjÈKÁjÐNÍNÏ�ÎGÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÐNÍjÄàÉKÐPÉoÁjÍNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍ®�

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B���n�7�7�;�4���$���+���+�.�����n�E���.�7�n�
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:�;=<�>�?@>�AB;=C�DFE=C@G'G'C�HI<2J�K@LNMN;NO@KI<2J�;PG'CRQNJ�SN;NT(K@O@U�VXW�O@;,Y[ZFSN;NLPJ�O@ZFE@W�K@DFK�J�Z2\�C�OX<]\=H(M=C�Z1^_K@`@U�\=ZFOICba=cdJ�ZFT,e
\=K@OICN>

¬¿É\Ç�Ç�Ì²È\Ï�ÓNÍjÌ�ÔjÅ¾É1ÒNÓjÄWÔPÄWÁjÎ�ÐNÆ=º&ÇWÁjÝØÃPÉK×|Ê�ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×¬Ç@Ì�ÉoÁjÆ@Ì¿Í"É\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔµÉ\Ì¿Í¬Í�Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×�Ç5Ä�ÈKÁjÎ\Ü
Ó�ÍjÌ¿ÍàÝØËnÁPÈ\Å�Æ@Ì¿Í,Ç_ÕØÈ\ÓjÈ�Ç_Ïo×NÌ¿Í®�

¯»Ý�Ç_Ï�Î�ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ä"ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍjÄàÒNÓjÄWÔPÇ_Ï\ÉKÅ\Áj×NÄ_Ï=Ç�È Ä�È\Û ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×úÇ"Ì�ÉoÁPÈ\ÛúÉ\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔPÈ\Û®�
µ�Î�Ï�È�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä�Å&Õ
É�ÃjÄ�Ç_Ï�Å�Ä+Ì�ÉoÁPÈ\ËfÈ&ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓPÉ&ÚoÉoÔµÉ�ÃNÍ7ÝoÔPÈ Ä\ÐjÈ�Å�Æ!Ä\ÓPÉKÏ�Î"Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐNÝ

k1 = sinβ/2É ËnÔPÄ
β

² É\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔµÉGÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ.ÊW�f&1Ç_ÒjÈKÁjÎ�Ú�Ý�× ÍNÚ�Å�Ä�Ç_Ï�ÐNÆ@Ä"ÓPÉKÚ_ÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍN×<Î_ÁNÁjÍNÒNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºûÙ1ÝØÐNÕ
Ü
´NÍNÛÑÐ 	f�/ÒZÑNÍNÚaÉa	/v Ê^ÍjÌ²Ä�Ä�Ì

K2 = 1
2
q2

2 + 1
2
αp2

2 +O(k2
1),

É�����Ê

K4 = − 1
192

(11 + 48 cos2w) q2
4 + 1

4
(1− 2α) sin2w p2 q2

3+

+ 1
32

(−4 + 7α+ 4 (1− 4α) cos2w) p2
2 q2

2 + 1
4
α (1− 2α) sin2w p2

3 q2−

− 1
64
α ( 8− 15α − 8 (1− 2α) cos2w) p2

4 +O(k2
1).

É���r7Ê

¯»ÓNÍ
k1 = 0

ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐPÉK×�Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì�É�Ç°Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�ÌÏÉ�����Ê¿×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn×&ÉKÅ�Ï�È\ÐjÈ�Ì¿ÐjÈ\Û�Í�È\ÒNÍjÇ_Æ°Å¾É\Ä_Ï�Ë_ÉKÓ
Ü
Ì²È\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÄ^ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×�Ç²ÃPÉ\Ç_Ï�È\Ï�È\Û

Ω0 =
√
α
�1¯1È�Ç_ÕØÈKÁjÎ�ÕNÝ

1/3 6 α < 1
ÑfÏ�È@Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐPÉ

Ω0
ÐjÄ�ÓPÉKÅ�ÐPÉ

´jÄWÁPÈ�Ì¿Ý"ÃNÍjÇWÁjÝ��.Ë¯Ï�È�È\Ú�ÐPÉ�ÃPÉ\Ä_ÏKÑPÃNÏ�È+ÒNÓNÍ
0 < k1 � 1

Å+ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û,Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²ÄDÇ
π
Ü�ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍjÌúÒjÈ

w
Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐjÈ�Ì É�����Ê°ÐjÄDÅ�È\Ú�ÐNÍNÕ
É\Ä_Ï¬ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ"ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉcÐ 	f�/Ò¿Í,ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄ�ÓPÉKÅ�ÐjÈKÜ
Å�Ä�Ç_ÍN×

q2 = p2 = 0
Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È/Å�ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ�Ì�ÒNÓNÍ;ÄKÁjÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍ®Ñ^ÃNÏ�È/Ç�È\ËnÁµÉ\Ç_Ý�Ä_Ï�Çn×òÇ"ÓjÄ_Ú�ÝoÁjÎoÏ\ÉKÏ\É\Ì¿Í

ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÐjÈ\ËfÈ&ÉKÐPÉoÁjÍNÚoÉ
�
+»Ï�È Ä\ÆúÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÏ�Î�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Î+ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍN×&ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×&ÅDÒjÈKÁjÐjÈ\Û&ÐjÄWÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û"Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²Ä�Ñ

ÐjÄ�È Ä$º¾È�ÔjÍjÌ²ÈAÒNÓNÍNÅ�Ä�Ç_Ï�ÍàË_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ�Éa	f��Ê¯Õ¬ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û.Ù�È\ÓjÌ²Ä<ÔPÈ�Ã
ÁPÄ_ÐjÈ\Å+ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ÛàÇ_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B�9�n�7�7�;�.���$���+���+�4���5�n�E���.�7�n�
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Í+ÒNÓNÍjÌ²Ä_ÐNÍNÏ�ÎDÍNÚ�Å�Ä�Ç_Ï�ÐNÆ°Û�ÕNÓNÍNÏ�Ä_ÓNÍNÛ�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�ÍcÐ 	�	(ÒZ��¯»ÓNÍCÎ�Ï�È�Ì7ÐjÄ_ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉ\Ç_ÐNÆ°Û�ÍAÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_ÐNÆ°Û
ÇWÁjÝØÃPÉKÍ.ÇWÁPÄWÔjÝ�Ä_Ï�ÓPÉ\Ç�Ç�Ì²È\Ï�ÓjÄ_Ï�Î&È\ÏfÔPÄWÁjÎ�ÐjÈN�

µ^Æ°ÒjÈKÁjÐNÍjÌûÇ_ÐPÉ�ÃPÉoÁµÉ+ÝØÐNÍNÅ¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐNÝØÂ Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÝØÂ ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÝ¬ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=ºàÒjÈ+Ù�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\Ì

q2 = α
1
4
√

2r sinϕ, p2 = α
−1

4
√

2r cosϕ.
É�����Ê

µúÐjÈ\Å�Æ=º"ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=ºàÍjÌ²Ä�Ä�Ì
K2 = Ω0r +O(k2

1),
É�����Ê

K4 = r2Φ(ϕ,w) +O(k2
1),

É���v Ê

Φ(ϕ,w) = −1
4

+ 3
8
α+ 1

4
(1− 4α) cos2w − 1

12
(3− 7α) cos2φ− 1

48
α cos(4φ)+

+ 1
8

(1 + 2
√
α(1− 2α)) cos(2φ − 2w) + 1

8
(1− 2

√
α(1− 2α)) cos(2φ+ 2w).

É��,��Ê

¯»ÓNÍ4ÒjÈ�Ì²ÈDÃ�ÍZÄKÁjÍNÚ�ÕØÈ\Û4Õ Ï�ÈfÖ�ÔPÄ�Ç_Ï�Å�Ä_ÐNÐjÈ\Û®ÑGÉKÐPÉoÁjÍNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û ÒjÈ
k
Ñ�ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û4ÒjÈ √

r
Ñ
π
Ü�ÒjÄWÜ

ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û=ÒjÈ
w
Í

2π
Ü�ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û ÒjÈ

ϕ
Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û=ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÆ ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

r, ϕ → ρ, ϑÌ²ÈfÖ+ÐjÈAÍjÇ_Õ
ÁjÂ#ÃNÍNÏ�Î�ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È�Ç_Ï�Î
K2
È\Ï
w
Í"ÒNÓNÍNÅ�Ä�Ç_Ï�Í.Õ"Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ7Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ Éa	1Ù�Ê^Å�Í
ÔjÝ

Γ = Ωρ+ ρ2F (ϑ,w, k1) +O(ρ3).
É�� Ù�Ê

�#Õ
ÉKÚoÉKÐNÐPÉK×�ÚoÉ\Ì²Ä_ÐPÉàÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º/ÚoÉoÔµÉ\Ä_Ï�Çn×=Ç�º¾È�Ôj×EÃ�ÍjÌ¿ÍjÇn×�ÒjÈ,Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐN×NÌìÌ�ÉoÁPÈ\ËfÈ.ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓPÉ
k1
Ó¾×ØÔµÉ\Ì¿Í®���1ÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�Æ ÒNÓNÍ�ÁjÂ#Ä�È\Û+ÕØÈ\ÐjÄ_ÃNÐjÈ\Û&Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ

k1
Å*Î�Ï�ÍEº�Ó¾×ØÔµÉ/º+Ì²ÈfÖ+ÐjÈ�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁjÍNÏ�ÎjÑ

ÐPÉKÒNÓNÍjÌ²Ä_Ó®Ñ
Ì²Ä_Ï�È�ÔPÈ�Ì�Ì^ÍNÓNÕNËfÈ�ÙDÉBÐ 	�	�Ña	/v1ÒæÍ
ÁjÍ&Ì²Ä_Ï�È�ÔPÈ�Ì���Ä_ÒNÓNÍ7Í=g»È\ÓNÍkÐ 	��/ÒZ�7¯»ÓNÍAÔµÉKÐNÐjÈ\Û&ÚoÉ\Ì²Ä_ÐjÄ<ÒjÄWÜ
ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º�×
Å�ÐjÈ»Å�Æ°ÒNÍjÇfÉKÐNÐNÆ@Ä�ÅBÉ�����ÊvÍdÉ���v Ê®Ã
ÁPÄ_ÐNÆ ÐNÝoÁPÄ_Å�È\Û�Í�ÒjÄ_ÓNÅ�È\ÛAÇ_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ+ÒjÈ

k1
Ç�È$º
ÓPÉKÐN×
Â#Ï�Çn×

ÐjÄ_ÍNÚfÌ²Ä_ÐNÐNÆ@Ì¿Í®Ñ®Ï\ÉKÕ7ÃNÏ�È¬ÅÁÉ�� Ù�Ê<ÒjÈ�Ç_Ï�Èf×
ÐNÐPÉK×7Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐPÉ
Ω
Í7Ù1ÝØÐNÕ�´NÍN×

F (ϑ,w, k1)
È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×
Â#Ï�Çn×

ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å¾É\Ì¿Í
Ω = Ω0 +O(k2

1), F (ϑ,w, k1) = k1Φ(ϑ,w) +O(k2
1).

Éþrnu�Ê
¯1È�Ç_ÕØÈKÁjÎ�ÕNÝAË_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐÁÉ�� Ù�Ê

π
Í¾ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍ¬ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍNÏ�È\Ï

w
Ñ�Ï�È1ÒNÓNÍ�Å�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐNÍNÍ&ÓPÉKÅ�Ä_Ð
Ü

Ç_Ï�Å¾É
mΩ = 2n, m, n ∈ N, Éþrj	/Ê

Å,Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�Ä_Û�Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²Ä�ÍjÌ²Ä�Ä_ÏGÌ²Ä�Ç_Ï�ÈàÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ��
µ ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä�ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉàÐjÈ\Ó
Ü
Ì�ÉoÁjÎ�ÐPÉK× Ù�È\ÓjÌ�É.Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐPÉ�Ç�È�ÔPÄ_Ó¾Ö+ÍNÏ�ÔPÈ\ÒjÈKÁjÐNÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐNÆ@Ä�É ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_ÐNÆ@Ä/Ê�Ã
ÁPÄ_ÐNÆ�Ñ¿ÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿Ý
ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_ÐNÆ@Ä�ÇWÁjÝØÃPÉKÍ.ÇWÁPÄWÔjÝ�Ä_ÏAÓPÉ\Ç�Ç�Ì�ÉKÏ�ÓNÍNÅ¾ÉKÏ�Î¬È\ÏfÔPÄWÁjÎ�ÐjÈN�

¯»ÓNÍ�ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÍNÚoÉ�´NÍNÍ+Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐPÉ#ÔPÈ<Ã
ÁPÄ_ÐjÈ\Å1Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ
ρ2 Å�Õ
ÁjÂ#ÃNÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈ#ÐjÄ�È Ä$º¾È�ÔjÍjÌ²È1ÝØÃNÍ
Ü

Ï�Æ°Å¾ÉKÏ�ÎàÁjÍ�Ó�ÎàÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_Æ ÐjÄ+Å�Æ�Ó�Ä+ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈàÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É�É
m 6 4

ÊW�9¬SÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_Æ Ä�ÈKÁPÄ�ÄAÅ�Æ@Ç�È\ÕØÈ\ËfÈ
ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
ÉGÅ,ÔµÉKÐNÐjÈ�Ì ÒNÓNÍ;ÄKÁjÍNÖ�Ä_ÐNÍNÍûÐjÄ&ÒNÓjÈf×
Å\Áj×
Â#Ï�Çn×|�h�DÝØÐNÕ�´NÍN×i�
É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐPÉØÉ�� Ù�Ê�ÐjÄ¬Ç�È�ÔPÄ_Ó¾Ö+ÍNÏ
Ã
ÁPÄ_ÐjÈ\Å.ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É

ρ3/2 Ñ®ÉQÎ�Ï�ÈàÈ\Ú�ÐPÉ�ÃPÉ\Ä_ÏKÑ®ÃNÏ�È"Í/Ä�Ä�ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÎ�ÐPÉK×/Ù�È\ÓjÌ�É
Ñ|Å�Æ°ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÐPÉK×7ÔPÈ"Ã
ÁPÄ_ÐjÈ\Å
ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É

ρ2 Å�Õ
ÁjÂ#ÃNÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈNÑjÐjÄ*Ä\ÝoÔPÄ_ÏAÇ�È�ÔPÄ_Ó¾Ö�ÉKÏ�Î¬Ã
ÁPÄ_ÐjÈ\ÅjÑjÈ\Ï�Å�Ä_ÃPÉKÂ�Ã�ÍEº¬ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_Ý¬Ï�ÓjÄ_Ï�Î�Ä_ËfÈ+ÒjÈKÜ
Ó¾×ØÔjÕ
É

3Ω = 2n
� × É\Ì²Ä_Ï�ÍjÌ°ÑµÐPÉKÕØÈ\ÐjÄJ´®ÑµÃNÏ�È�ÒNÓNÍ

k1 � 1
ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_Æ ÒjÄ_ÓNÅ�È\ËfÈ�Í,Å�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ�ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕØÈ\ÅjÑ

È\Ï�Å�Ä_ÃPÉKÂ�Ã�ÍjÄ�Ë�ÓPÉKÐNÍ�´PÉ\ÌûÈ ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Ä_ÛàÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ&ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ
ÑµÉ�Ï\ÉKÕNÖ�Ä�ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ�ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈ
ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É�ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ²ÈfÖ+ÐNÆúÅDÇ_Í
ÁjÝ�Å�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐNÍN×�ÐjÄ_ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å¾É

1/3 6 α < 1
��ÖSÉKÕNÍjÌ/È Ä\ÓPÉKÚfÈ�Ì°Ñ�ÅDÇWÁjÝØÃPÉ\Ä

ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ�Ç�Ì�ÉoÁjÆ@Ì¿Í�É\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔµÉ\Ì¿Í+ÒNÓNÍ�ÁjÂ#Ä\Æ=º�ÔPÈ\ÒNÝ�Ç_Ï�ÍjÌ¿Æ=º+Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×7º�ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓPÉ
α
ÒjÈ�Ô�º¾È�Ôj×ØÜ

Ã�ÍjÌûÅ�Æ!Ä�È\ÓjÈ�ÌûÕ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEºGÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º,Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ®É�� Ù�Ê@Ì²ÈfÖ+ÐjÈ&ÒNÓNÍNÅ�Ä�Ç_Ï�ÍGÕ,ÇWÁPÄWÔjÝØÂ�Ã�Ä_Û
ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÎ�ÐjÈ\ÛGÙ�È\ÓjÌ²Ä

Γ = ΩR+ c2R
2 + Γ̃(R,ψ,w, k1),

Éþrnt�Ê

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B���n�7�7�;�4���$���+���+�.�����n�E���.�7�n�



è=éàê � é �4ëa��ì.íE� ê�îÑïEð ë ê�î4ñ �4ò ê�ð ëa��ó>��ô.ëa�4�4õ ê�ê�é �7��ö �4÷=ø��Dòn��ù¶ú/�4� î ëaònú(��� ênû$ê ëaúJì.�ü�����

ËnÔPÄ

c2 = 1

2π2

2π∫

0

π∫

0

F (ϑ,w, k1)dwdϑ.
Éþr¾��Ê

× É\Ì²Ä_ÐPÉ�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º
ρ, ϑ → R,ψ

Ñ^ÒNÓNÍNÅ�È�Ôj×EÃ+ÉK× Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ É�� Ù�ÊAÕúÅ�Í
ÔjÝ¶Éþrnt�Ê_Ñ¯×
Å\Áj×ØÜ
Ä_Ï�Çn×�ÄKÁjÍNÚ�ÕØÈ\Û Õ=Ï�ÈfÖ�ÔPÄ�Ç_Ï�Å�Ä_ÐNÐjÈ\Û ÉKÐPÉoÁjÍNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ÛûÒjÈ

k1
Í
ρ
Ñ
π
Í¾ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ÛúÒjÈ

w
Í

2π
Í¾ÒjÄWÜ

ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û/ÒjÈ
ϕ
ÑæÈ\ÐPÉ&Ì²ÈfÖ�Ä_ÏdÄ\Æ°Ï�Î¬ÒjÈ�Ç_Ï�ÓjÈ�Ä_ÐPÉ
ÑæÐPÉKÒNÓNÍjÌ²Ä_Ó®Ñ®Ì²Ä_Ï�È�ÔPÈ�ÌÏÌ^ÍNÓNÕNËfÈ�ÙDÉ�Í
ÁjÍ7Ì²Ä_Ï�È�ÔPÈ�Ì

��Ä_ÒNÓNÍ7Í=g»È\ÓNÍ®�
µ^Æ°ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÍN×àÒjÈ\Õ
ÉKÚ�Æ°Å¾ÉKÂ#ÏKÑPÃNÏ�È

c2 = −1
4

+ 3
8
α+O(k2

1).
Éþr r7Ê

!�ÇWÁjÍ
α 6= 3/2

ÑæÏ�È&ÒNÓNÍ,ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈàÌ�ÉoÁjÆ=º
k1
Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐPÉ

c2 6= 0
ÑµÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿Ý.ÐPÉ&È�Ç_ÐjÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍ�Ï�Ä�È\ÓjÄWÜ

Ì¿Æ Þ<ÓNÐjÈKÁjÎ\ÔµÉ1ÍØß,È\ÚfÄ_ÓPÉkÐ 	1Ù
Ñ�t u/Ò¿ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄ+ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×GÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ Éa	1Ù�Ê°Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È&ÒjÈj$1×
ÒNÝØÐjÈ\Å�Ý��
¯1È�ÇWÁPÄWÔjÐjÄ�Ä°È\Ú�ÐPÉ�ÃPÉ\Ä_ÏKÑ\ÃNÏ�È#ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍN×+Ç�ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈ1Ì�ÉoÁjÆ@Ì¿ÍAÉ\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔµÉ\Ì¿ÍAÈ\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ»Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍ
Ü
Å�Æ��%!�ÇWÁjÍ"Ö�Ä

α = 3/2
ÑØÏ�ÈDÔNÁj×&ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×&Å�È\ÒNÓjÈ�ÇfÉ�È ÄDÝ�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í.Ì�ÉoÁjÆ=º&ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛàÏ�ÓjÄ$Ä\Ý�Ä_Ï�Çn×

ÔPÈ\ÒjÈKÁjÐNÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐNÆ°Û7ÉKÐPÉoÁjÍNÚDÇ»ÝØÃjÄ_Ï�È�Ì=Ã
ÁPÄ_ÐjÈ\ÅAÅ�Æ�Ó�Ä»ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\Û.Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍàÒjÈ
q2
Í
p2
Å+Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍ
Ü

ÉKÐjÄ\Éa	f��Ê_��ÖSÉKÕØÈ\ÛGÉKÐPÉoÁjÍNÚDÚ_ÔPÄ�Ç_ÎAÐjÄ»ÒNÓjÈ\Å�È�ÔjÍNÏ�Çn×|�
¬¿É\Ç�Ç�Ì²È\Ï�ÓNÍjÌ Ï�Ä_ÒjÄ_ÓNÎ¬ÔjÓNÝØËfÈ\Û7ÒNÓjÄWÔPÄWÁjÎ�ÐNÆ°Û/ÇWÁjÝØÃPÉKÛ®ÑæÕØÈ\ËnÔµÉ¬ÐjÄ_Å�È\ÚfÌ¿Ý7Ã�Ä_ÐNÐjÈ�Ä�ÔjÅ�ÍNÖ�Ä_ÐNÍjÄ+ÒNÓjÄWÔNÜ

Ç_Ï\ÉKÅ\Áj×NÄ_Ï»Ç�È Ä�È\ÛDÅ�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×DÇ¿ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈ#Ä�ÈKÁjÎ Ó�È\Û�Ç_ÓjÄWÔjÐjÄ_ÛDÝØËnÁPÈ\Å�È\Û�Ç_ÕØÈ\ÓjÈ�Ç_Ï�Î�Â Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×|� × ÔPÄ�Ç_Î
ÅDÕ
É�ÃjÄ�Ç_Ï�Å�Ä»Ì�ÉoÁPÈ\ËfÈ�ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓPÉDÚoÉoÔµÉ�ÃNÍ&Å�Æ!Ä�Ä_ÓjÄ�Ì/Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐNÝ

k2 =
√

2(1 +h)−1/2 Ñ�Å�Å�ÄWÔPÄ_ÐNÐNÝØÂ ÅXk.t
�
µ^Æ°ÒjÈKÁjÐNÍjÌ ÝØÐNÍNÅ¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐNÝØÂ Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÝØÂ ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÝ¬ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

x =
k

1/2
2√
2
q2, y =

√
2

k
1/2
2

p2 .
Éþr¾��Ê

Í®ÑSÉKÐPÉoÁPÈ\Ë�ÍNÃNÐjÈGÇWÁjÝØÃPÉKÂ ÕØÈKÁPÄ$Ä�ÉKÐNÍNÛ Ç�Ì�ÉoÁjÆ@Ì¿Í É\Ì¿Ò
ÁjÍNÏ�ÝoÔµÉ\Ì¿Í®ÑSÅ�Æ°ÒNÍ�Ó�Ä�ÌýÒjÄ_ÓNÅ�Æ@Ä�Ã
ÁPÄ_ÐNÆ ÓPÉKÚ_ÁPÈKÜ
Ö�Ä_ÐNÍNÛ,Ù�È\ÓjÌ

K2
Í
K4
ÅAÇ�º¾È�Ôj×EÃ�ÍjÄ�Çn×.ÒNÓNÍ

k2 � 1
Ó¾×ØÔjÆ

K2 =1
8

(1 + 2α+ (1− 2α) cos 2w) x2 + 1
4

(2α − 1) sin 2w y x+

+1
8

(1 + 2α− (1− 2α) cos 2w) y2 +O(k2
2),

Éþr¾��Ê

K4 = k2

{(
37 + 92α − 108α2 + 4 (18α − 7) (2α − 1) cos 2w − 9 (2α − 1)2 cos 4w

)
x4 −

− 8 (2α − 1) (12α sin 2w − 6α sin4w − 2 sin2w + 3 sin4w) y x3−
− 6 (3 + 4α+ 12α2 − 3 (2α − 1)2 cos4w) y2 x2+

+ 3 (3 + 4α+ 12α2 + 4 (4α2 − 1) cos2w + (2α − 1)2 cos4w) y4
}

+O(k3
2).

Éþr7v Ê

��ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_Õ
ÉK×.ÚoÉ\Ì²Ä_ÐPÉ�ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=ºàÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

x = ξ 4
√

2− 2α sinw + η cosw
4
√

2− 2α
, y = ξ 4

√
2− 2α cosw − η sinw

4
√

2− 2α

Éþr=��Ê

Ç1Å¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐjÈ�Ç_Ï�Î�Â�ÑjÓPÉKÅ�ÐjÈ\Û −1
ÑNÒNÓNÍNÅ�È�ÔjÍNÏ�ÕNÅ¾ÉoÔjÓPÉKÏ�ÍNÃNÐNÝØÂ ÃPÉ\Ç_Ï�ÎAË_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐPÉ�Õ"Å�Í
ÔjÝ

K2 = 1
2

√
1− α

2
(ξ2 + η2) +O(k2

2).
ÉþrnÙ�Ê

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B�9�n�7�7�;�.���$���+���+�4���5�n�E���.�7�n�



���E� �3�����/�������D�4�

�
É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐØÉþrnÙ�Ê
2π

Í¾ÒjÄ_ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍ7ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍNÏ"È\Ï
w
ÑPÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿ÝàÒNÓNÍ,Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×7º

α
Ñ.ÄKÁjÍNÚ�ÕNÍEº

Õ
1/2
Ñ�Å�Ç�È�È\Ï�Å�Ä_Ï�Ç_Ï�Å�ÝØÂ�Ã�Ä_Û+ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û&Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²Ä°Å�È\Ú�ÐNÍNÕ
É\Ä_ÏDÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍNÛ&ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ�Ñ�ÒNÓNÍNÅ�È�Ôj×ØÜ

Ã�ÍNÛ,ÕGÄ�Ä�ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í®�'�|ÓPÉKÐNÍ�´NÆ È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�ÍGÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈàÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ&ÒjÈKÁjÝØÃjÄ_ÐNÆ ÉKÐPÉoÁjÍ
Ü
Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍ,Ålk;rj�+µ^ÐjÄDÈ ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í,ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ¬ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ�ÒNÓNÍ.ÒjÈ�Ì²ÈDÃ�Í.Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û�ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÆ
ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

ξ, η → ϑ, ρ
Ì²ÈfÖ+ÐjÈàÍjÇ_Õ
ÁjÂ#ÃNÍNÏ�Î.ÚoÉKÅ�ÍjÇ_ÍjÌ²È�Ç_Ï�Î

K2
È\Ï

w
Í7ÒNÓNÍNÅ�Ä�Ç_Ï�Í/Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ

ÕàÅ�Í
ÔjÝÁÉ�� Ù�Ê_Ñ
ÅAÕØÈ\Ï�È\ÓjÈ�Ì Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐPÉ
Ω
ÚoÉoÔµÉ\Ä_Ï�Çn×àÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å�È�Ì

Ω =

√
1− α

2
+O(k2

2).
É�� u�Ê

× É\Ì²Ä_ÐPÉûÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º
ξ, η → ϑ, ρ

×
Å\Áj×NÄ_Ï�Çn× ÉKÐPÉoÁjÍNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\Û ÒjÈ
k
Ñ@ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û ÒjÈ √

ρ
Ñ

2π
Í¾ÒjÄWÜ

ÓNÍjÈ�ÔjÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ÛGÒjÈ
w
Í
ϑ
�

¯1È�Ì¿ÍjÌ²È»ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ�ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ#Å»ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä^Å�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍNÛ�Å�È\ÚfÌ²ÈfÖ�Ä_ÐAÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ�ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈ
ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É

Ω = 1/4
ÑNÔNÁj×"ÕØÈ\Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ&ÉKÐPÉoÁjÍNÚ�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�ÍGÇWÁPÄWÔjÝ�Ä_ÏAÒNÓjÈ\Å�È�ÔjÍNÏ�Î¬È\ÏfÔPÄWÁjÎ�ÐjÈN�

µ^ÐjÄ�È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í�ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ�ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ<Í�ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_ÐjÈ\Û+ÕNÓNÍNÅ�È\Û®Ñ\È\Ï�Å�Ä_ÃPÉKÂ�Ã�Ä_Û+ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_Ý
ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈ�ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É

Ω = 1/4
ÑØÒjÈ�Ô�º¾È�Ôj×EÃ�ÍjÌ Å�Æ!Ä�È\ÓjÈ�Ì=Õ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº¬ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

ψ,R
Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎ\Ü

Ï�È\ÐNÍPÉKÐàÉ�� Ù�Ê®Ì²ÈfÖ+ÐjÈ<ÒNÓNÍNÅ�Ä�Ç_Ï�Í�ÕDÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û+Ù�È\ÓjÌ²Ä�Éþrnt�Ê_Ñ�Å<ÕØÈ\Ï�È\ÓjÈ\Û®ÑKÕ
ÉKÕ�ÒjÈ\Õ
ÉKÚoÉoÁjÍ�Å�Æ°ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÍN×|Ñ

c2 = −k2

16
+O(k3

2).

¯»ÓNÍ,ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈàÌ�ÉoÁjÆ=º,Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×7º
k2
ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ

c2 6= 0
ÑµÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿Ý.ÐPÉ&È�Ç_ÐjÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍ7Ï�Ä�È\ÓjÄ�Ì¿Æ

Þ<ÓNÐjÈKÁjÎ\ÔµÉ1ÍØß,È\ÚfÄ_ÓPÉ Ð 	1Ù
Ñ)t u/ÒvÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄDÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×.Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�Éa	1Ù�Ê^Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�ÈAÒjÈX$1×
ÒNÝØÐjÈ\Å�Ý��
�»ÓjÈ�Ì²Ä&Ï�È\ËfÈNÑvÒjÈ�Ç_ÕØÈKÁjÎ�ÕNÝ�ÒNÓNÍ/ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈ7Ì�ÉoÁjÆ=º�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×7º

k2
ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ

c2 < 0
ÑvÏ�È

ÐPÉàÈ�Ç_ÐjÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍ�ÓjÄ_Ú�ÝoÁjÎoÏ\ÉKÏ�È\Å,ÓPÉDÄ�È\Ï�Æ¨Ð t
	(Ò�Ì²ÈfÖ+ÐjÈ.ÇuÔPÄWÁµÉKÏ�Î,Å�Æ°Å�È�Ô È"ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í=ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍN×
ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN× ÐPÉ�ÁPÄ_Å�È\Û Ë�ÓPÉKÐNÍ�´jÄ®É ËnÔPÄ

α < 1/2
Ê"È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈúÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ Í Ä_ËfÈ

Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í,ÒjÈ�$1×
ÒNÝØÐjÈ\Å�Ý¬ÐPÉ�ÒNÓPÉKÅ�È\ÛàË�ÓPÉKÐNÍ�´jÄ\É ËnÔPÄ
α > 1/2

Ê*É Ç�Ì°�NÓNÍjÇ��®	/ÊW�
»�ÁjÝØÃPÉKÛAÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ1ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈ1ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É�Ï�ÓjÄ$Ä\Ý�Ä_ÏDÈ\ÏfÔPÄWÁjÎ�ÐjÈ\ËfÈ�ÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÐNÍN×|�nµ�Î�Ï�È�Ì�ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä

ÒjÈ�Ô�º¾È�Ôj×EÃ�ÍjÌ Å�Æ!Ä�È\ÓjÈ�ÌýÕ
ÉKÐjÈ\ÐNÍNÃjÄ�Ç_ÕNÍEº=ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º
ψ,R
Ë_É\Ì¿Í
ÁjÎoÏ�È\ÐNÍPÉKÐ_É�� Ù�Ê1Ì²ÈfÖ+ÐjÈ,ÒNÓNÍNÅ�Ä�Ç_Ï�Í

Õ.ÇWÁPÄWÔjÝØÂ�Ã�Ä_Û"ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÎ�ÐjÈ\Û,Ù�È\ÓjÌ²Ä

Γ = ΩR+ [c2 + a cos(4ψ − w) + b sin(4ψ − w)]R2 + Γ̃(R,ψ,w, k1),
É��
	/Ê

ËnÔPÄ

a = 1

2π2

2π∫

0

2π∫

0

F (ϑ,w, k1) cos(4ϑ− w) dw dϑ,

b = 1

2π2

2π∫

0

2π∫

0

F (ϑ,w, k1) sin(4ϑ− w) dw dϑ,

É�� t�Ê

É�ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ
c2
Å�Æ°ÃNÍjÇWÁj×NÄ_Ï�Çn×àÒjÈAÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁPÄ

c2 = 1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

F (ϑ,w, k1)dw dϑ.
É�����Ê

¯1ÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄ�ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×àÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�Éa	1Ù�Ê¯Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È+ÒjÈ�$1×
ÒNÝØÐjÈ\Å�Ý�ÑNÄ�ÇWÁjÍ"Å�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐjÈ+ÐjÄ_ÓPÉKÅ�Ä_Ð
Ü
Ç_Ï�Å�È

c2 >
√
a2 + b2

Ñ
ÍàÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�ÈNÑPÄ�ÇWÁjÍ
c2 <

√
a2 + b2

Ð 	�	(ÒZ�

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B���n�7�7�;�4���$���+���+�.�����n�E���.�7�n�
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µ^Æ°ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÍN×àÒjÈ\Õ
ÉKÚ�Æ°Å¾ÉKÂ#ÏKÑPÃNÏ�È

a = O
(
k3

2

)
, b = O

(
k3

2

)
,

É���r7Ê
ÒjÈDÎ�Ï�È�Ì¿ÝàÒNÓNÍ.ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈ¬Ì�ÉoÁjÆ=º

k2
ÐjÄ_ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å�È

c2 >
√
a2 + b2

Å�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐjÈ&Í.ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍjÄ�ÓPÉKÅ\Ü
ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×.Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�Éa	1Ù�Ê^Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�ÈAÒjÈX$1×
ÒNÝØÐjÈ\Å�Ý��

ÖSÉKÕNÍjÌGÈ Ä\ÓPÉKÚfÈ�Ì°Ñ\Å�ÐjÄ^È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Í�ÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓNÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ1ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ#Í�Ä�Ä�ÁPÄ_Å�È\Û�Ë�ÓPÉKÐNÍ�´NÆ�ÑKÅ�ÓPÉ�Ã�Ä_ÐNÍN×
Ç»ÔPÈ�Ç_Ï\ÉKÏ�È\ÃNÐjÈ\Ä�ÈKÁjÎ Ó�ÍjÌ¿Í.ÝØËnÁPÈ\Å�Æ@Ì¿Í,Ç_ÕØÈ\ÓjÈ�Ç_Ïo×NÌ¿Í,È\Ó;Ä\ÍNÏ\ÉoÁjÎ�ÐjÈ�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�Æ��

m3��á�â�Ý¤«�£¤â���£�6n� ¢�£¤¢=Ý¤«�§ ã! A¡�����ª�«¤¥!�! A¡%«

¯»ÓNÍòÒNÓjÈ\ÍNÚ�Å�ÈKÁjÎ�ÐNÆ=ºòÚ�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×7ºòÒPÉKÓPÉ\Ì²Ä_Ï�ÓjÈ\Å ÐjÄWÁjÍNÐjÄ_ÛNÐNÆ°ÛìÉKÐPÉoÁjÍNÚ7Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�ÍýÅ È ÄKÁµÉoÜ
Ç_Ïo×7ºi0WÑ�020WÑd02020»Í�ÐPÉ.Ë�ÓPÉKÐNÍ�´PÉ/º

γ
(i)
2 (i = 1, 2, 3)

Ä\ÝoÔPÄ�ÌìÒNÓjÈ\Å�È�ÔjÍNÏ�ÎjÑ�ÇWÁPÄWÔjÝ�× Ì²Ä_Ï�È�ÔjÍNÕØÄ�Ñ²ÓPÉKÚ�ÓPÉDÄ�ÈKÜ
Ï\ÉKÐNÐjÈ\Û¬ÅaÐ t t/ÒZ�E»¯ÝØÏ�ÎDÔµÉKÐNÐjÈ\Û¬Ì²Ä_Ï�È�ÔjÍNÕNÍ"Ç�È�Ç_Ï�È\ÍNÏ�ÅDÒjÈ�Ç_Ï�ÓjÈ�Ä_ÐNÍNÍ"Ç_ÍjÌ¿Ò
ÁPÄ_ÕNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ+È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×|Ñ
ÒjÈ\ÓjÈfÖ�ÔµÉ\Ä�Ì²È\ËfÈ1Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²È\Û�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛàÉa	1Ù�ÊWÑfÍ�ÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÐNÍNÍ�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í+Ä_ËfÈ@ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\Û+Ï�È\Ã
Ü
ÕNÍ®� × ÉoÔµÉ�ÃPÉDÈ Ä�Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í¬ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\Û"Ï�È\ÃNÕNÍ�ÔµÉKÐNÐjÈ\ËfÈ�È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×aÎ�ÕNÅ�ÍNÅ¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐPÉDÚoÉoÔµÉ�ÃjÄ
È Ä+Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Í.ÒjÈKÁPÈfÖ�Ä_ÐNÍN×.ÓPÉKÅ�ÐjÈ\Å�Ä�Ç_ÍN×.Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ Éa	1Ù�ÊW�

¯»Ý�Ç_Ï�Î
q

(0)
2 , p

(0)
2

²)ÐPÉ�ÃPÉoÁjÎ�ÐNÆ@Ä�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×.ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º
q2, p2
ÑPÉ

q
(1)
2 , p

(1)
2

² ÍEº¬Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×àÒNÓNÍ
w = T
��ÖvÈ\ËnÔµÉ
ÑPÇ�È\ËnÁµÉ\Ç_ÐjÈcÐ t t/ÒZÑ
ÍjÇ_ÕØÈ�Ì²È�ÄDÇ_ÍjÌ¿Ò
ÁPÄ_ÕNÏ�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ�Ä�È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍjÄDÍjÌ²Ä�Ä_ÏAÅ�Í
Ô

∥∥∥∥∥
q

(1)
2

p
(1)
2

∥∥∥∥∥ = X(T )

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q
(0)
2 −

∂S4

∂p
(0)
2

+O4

p
(0)
2 +

∂S4

∂q
(0)
2

+O4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
É�����Ê

ËnÔPÄ
S4 = Φ4(q

(0)
2 , p

(0)
2 , T )
Ñ¿É

Φ4(q
(0)
2 , p

(0)
2 , w)

² Ù�È\ÓjÌ�ÉàÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\Û Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐNÍ®ÑSÝoÔPÈ\Å\ÁPÄ_Ï�Å�È\Ó¾×
Â�Ã+ÉK×
ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å�Ý

∂Φ4

∂w
= −G4 .

É�����Ê

¯»ÓNÍNÃjÄ�Ì
G4(q

(0)
2 , p

(0)
2 , w)

² Ù�È\ÓjÌ�É
ÑjÕØÈ\Ï�È\ÓPÉK×.ÒjÈKÁjÝØÃPÉ\Ä_Ï�Çn×.ÍNÚ
K4(q2, p2, w)

Å�ÓjÄ_Ú�ÝoÁjÎoÏ\ÉKÏ�Ä�ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÆ
ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

q2 = x11(w)q
(0)
2 + x12(w)p

(0)
2 , p2 = x21(w)q

(0)
2 + x22(w)p

(0)
2 .

É���v Ê
¯»ÓNÍNÓPÉKÅ�ÐN×
Å/ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�ÆFÒNÓNÍ ÓPÉKÅ�ÐNÆ=º Ç_Ï�Ä_ÒjÄ_ÐN×7º Å7ÁPÄ_Å�È\Û Í ÒNÓPÉKÅ�È\ÛûÃPÉ\Ç_Ïo×7º ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å¾É

É�����Ê_Ñ\ÒjÈKÁjÝØÃNÍjÌ7ÒN×
Ï�Î�È Ä\Æ°ÕNÐjÈ\Å�Ä_ÐNÐNÆ=º+ÔjÍjÙ�Ù�Ä_ÓjÄ_Ð�´NÍPÉoÁjÎ�ÐNÆ=º+ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛAÔNÁj×�ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�È\ÅDÙ�È\Ó
Ü
Ì¿Æ

Φ4
� ¯»ÓPÉKÅ�Æ@Ä°ÃPÉ\Ç_Ï�ÍBÎ�Ï�ÍEº+ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛAÚoÉKÅ�ÍjÇn×
Ï�È\Ï

xij(w)
Ñ�ÕØÈ\Ï�È\ÓNÆ@Ä�Ñ�Å�Ç_Å�È\ÂòÈ\ÃjÄ_ÓjÄWÔjÎjÑ�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁj×ØÜ

Â#Ï�Çn×¬Å+ÓjÄ_Ú�ÝoÁjÎoÏ\ÉKÏ�Ä�ÓjÄJÓ�Ä_ÐNÍN×&ÁjÍNÐjÄ_ÛNÐjÈ\Û.Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Æ�É,t u�ÊW��ÖSÉKÕNÍjÌ È Ä\ÓPÉKÚfÈ�Ì°ÑNÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍNÓNÝ�×àÇ_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿Ý&ÍNÚ
ÔPÄ_Å�×
Ï�Í¬ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛ¿É ÒN×
Ï�Î�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍNÛ&ÔNÁj×�ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�È\Å+Ù�È\ÓjÌ¿Æ

Φ4
Í�ÃjÄ_Ï�Æ°ÓjÄ#ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×AÔNÁj×

Å�ÄWÁjÍNÃNÍNÐ
xij(w)

ÊSÐPÉ#ÍNÐNÏ�Ä_ÓNÅ¾ÉoÁPÄ
[0;T ]
Ñ�Ì²ÈfÖ+ÐjÈ�È\ÒNÓjÄWÔPÄWÁjÍNÏ�Î�Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×AÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�È\Å�Ù�È\ÓjÌ¿Æ

S4
�

µ È ÄDÃ�Ä�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä1ÍNÐNÏ�Ä_Ë�ÓNÍNÓjÈ\Å¾ÉKÐNÍjÄ�ÔµÉKÐNÐjÈ\Û.Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì¿ÆýÐNÝØÖ+ÐjÈ+ÒNÓjÈ\Å�È�ÔjÍNÏ�Î�ÃNÍjÇWÁPÄ_ÐNÐjÈN�
µ^Æ°ÒjÈKÁjÐNÍjÌ ÚoÉ\Ì²Ä_ÐNÝ¬ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º

q2 = n11Q+ n12P, p2 = n21Q+ n22P,
É��,��Ê

ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÍNÚ�ÝØÂ�Ã�ÝØÂFÁjÍNÐjÄ_ÛNÐNÝØÂ ÃPÉ\Ç_Ï�Î�È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×_É�����Ê_�/!�ÇWÁjÍ |κ| < 1
Ñ¿Ï�ÈGÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�Æ

nijÌ²ÈfÖ+ÐjÈAÅ�Æ°ÃNÍjÇWÁjÍNÏ�Î�ÒjÈAÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁµÉ\ÌÏÐ t t/Ò

n11 = x12(T ), n12 = 0, n21 = (κ − x11(T )), n22 =
√

1− κ2.
É�� Ù�Ê

xCy%zB{CxCy�|CxC}�~��a{CxC}>�<{C�C}B�9�n�7�7�;�.���$���+���+�4���5�n�E���.�7�n�



���%� �3�����/�������D�4�

µúÐjÈ\Å�Æ=º"ÒjÄ_ÓjÄ�Ì²Ä_ÐNÐNÆ=º.È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍjÄDÒNÓNÍjÌ²Ä_ÏAÅ�Í
Ô

∥∥∥∥
Q(1)

P (1)

∥∥∥∥ = G

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Q(0) − ∂F4

∂P (0)
+O4

P (0) +
∂F4

∂Q(0)
+O4

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
É�� u�Ê

ËnÔPÄ
F4(Q(0), P (0)) = cS4(n11Q

(0) + n12P
(0), n21Q

(0) + n22P
(0))
ÑæÉ

c
²FÅ¾ÉoÁPÄ_ÐNÏ�ÐjÈ�Ç_Ï�Î"ÒNÓjÄ�È Ä\ÓPÉKÚfÈKÜ

Å¾ÉKÐNÍN×ÑÉ��,��Ê_Ñ
Å�Æ°ÃNÍjÇWÁj×NÄ�Ì�ÉK×àÒjÈAÙ�È\ÓjÌ¿ÝoÁPÄ
c = (n11n22 − n21n12)−1 �

Õ1È\ÓjÌ�ÉoÁjÍNÚfÈ\Å¾ÉKÐNÐPÉK×àÁjÍNÐjÄ_ÛNÐPÉK×àÃPÉ\Ç_Ï�Î�È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×�É�� u�Ê¯ÚoÉoÔµÉ\Ä_Ï�Çn×.Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´jÄ_Û

G =

∥∥∥∥
cosα sinα
− sinα cosα

∥∥∥∥
É��
	/Ê

ÍàÒNÓjÄWÔPÇ_Ï\ÉKÅ\Áj×NÄ_Ï&Ç�È Ä�È\Û.ÒjÈ\Å�È\ÓjÈ\ÏAÐPÉ�ÝØËfÈKÁ
α = acrcosκ

�
¯»Ý�Ç_Ï�Î¬Å¬Ç_ÍjÇ_Ï�Ä�Ì²ÄdÉa	1Ù�Ê°ÐjÄ_Ï¬ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ�È\Å¬ÔPÈ�ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈ¬ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É&Å�Õ
ÁjÂ#ÃNÍNÏ�ÄWÁjÎ�ÐjÈNÑæÏK�uÄ��µÕØÈ\ÓNÐNÍ

ºØÉKÓPÉKÕNÏ�Ä_ÓNÍjÇ_Ï�ÍNÃjÄ�Ç_ÕØÈ\ËfÈ�ÝØÓPÉKÅ�ÐjÄ_ÐNÍN×dÉ,t
	/ÊSÝoÔPÈ\Å\ÁPÄ_Ï�Å�È\Ó¾×
Â#Ï�ÐjÄ_ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å�Ý
ρk 6= 1

É ËnÔPÄ
k ∈ {1, 2, 3, 4} ÊW�µ^Å�ÄWÔPÄ�Ì È Ä�È\Ú�ÐPÉ�ÃjÄ_ÐNÍN×|Ê

σ = 3f40 + f22 + 3f04, σ1 = f22 − f40 − f04, σ2 = f13 − f31,

ËnÔPÄ
fij

²)ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�ÆýÙ�È\ÓjÌ¿Æ
F4
�

¯»ÓNÍ/Å�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐNÍNÍ=ÐjÄ_ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å¾É
σ 6= 0

ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐPÉK×�Ï�È\ÃNÕ
É.È\Ï�È Ä\ÓPÉKÖ�Ä_ÐNÍN×ÏÉ�����Ê»Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ¾É
Ð t t/ÒZ�

¬SÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_ÐNÆ@ÄûÇWÁjÝØÃPÉKÍ Ï�ÓjÄ$Ä\ÝØÂ#ÏòÈ\ÏfÔPÄWÁjÎ�ÐjÈ\ËfÈ ÍjÇ�ÇWÁPÄWÔPÈ\Å¾ÉKÐNÍN×|�>µ ÐPÉ�Ó�Ä_Û ÚoÉoÔµÉ�ÃjÄ Å�È\ÚfÌ²ÈfÖ+ÐNÆ
ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_Æ Å�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ ÍýÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈûÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É
�#¬SÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ�ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈûÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
ÉûÍjÌ²Ä�Ä_ÏúÌ²Ä�Ç_Ï�È ÐPÉ
ÕNÓNÍNÅ�È\Û

γ4
ÑSÁPÄ_Ö�É�Ã�Ä_Û Å�È ÄKÁµÉ\Ç_Ï�Ío02020W�Aµ)ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä¬ÓjÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇfÉ7ÃjÄ_Ï�Å�Ä_ÓNÏ�È\ËfÈ�ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
ÉGÝ�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ�È�Ç_Ï�Î

ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐjÈ\ÛýÏ�È\ÃNÕNÍòÍjÌ²Ä�Ä_Ï Ì²Ä�Ç_Ï�ÈNÑ°Ä�ÇWÁjÍòÅ�Æ°ÒjÈKÁjÐjÄ_ÐjÈ ÐjÄ_ÓPÉKÅ�Ä_ÐjÇ_Ï�Å�È |σ| > √
σ2

1 + σ2
2

Ñ�Ä�ÇWÁjÍòÖ�Ä
|σ| <

√
σ2

1 + σ2
2

Ñ
Ï�È�ÐjÄ_ÒjÈ�ÔjÅ�ÍNÖ+ÐPÉK×.Ï�È\ÃNÕ
É+ÐjÄ_Ý�Ç_Ï�È\ÛNÃNÍNÅ¾ÉdÐ t t/ÒZ�
¬SÄ_ÚfÈ\ÐPÉKÐjÇ_ÆýÅ�Ï�È\ÓjÈ\ËfÈ+ÒjÈ\Ó¾×ØÔjÕ
É�ÍjÌ²Ä_Â#ÏAÌ²Ä�Ç_Ï�È�ÐPÉ�Ë�ÓPÉKÐNÍ�´PÉ/º

γ
(i)
2 i = 1, 2, 3

ÑNËnÔPÄ
κ = −1

ÑjÉ>Î_ÁPÄWÜ
Ì²Ä_ÐNÏ\ÉKÓNÐNÆ@Ä�ÔPÄWÁjÍNÏ�ÄWÁjÍ,Ì�ÉKÏ�ÓNÍ�´NÆ

X(T )
ÐjÄ»ÒNÓjÈ�Ç_Ï�Æ@Ä��+µØÎ�Ï�È�Ì ÇWÁjÝØÃPÉ\Ä1ÕØÈDÎfÙ�Ù1Í�´NÍjÄ_ÐNÏ�Æ ÐjÈ\ÓjÌ�ÉoÁjÍNÚ�Ý¾Ü

Â�Ã�Ä_ËfÈ+ÒNÓjÄ�È Ä\ÓPÉKÚfÈ\Å¾ÉKÐNÍN×�É��,��Ê^Å�Æ!Ä\ÍNÓPÉKÂ#Ï�Çn×.ÇWÁPÄWÔjÝØÂ�Ã�ÍjÌ È Ä\ÓPÉKÚfÈ�Ì°Ê
Ä�ÇWÁjÍ

x12(T ) 6= 0
Ñ
x21(T ) = 0

Ñ
Ï�È

n11 =
√
|x12(T )|, n12 = 0, n21 = 0, n22 =

√
|x12(T )|/x12(T );

Ä�ÇWÁjÍ
x12(T ) = 0

Ñ
x21(T ) 6= 0

Ñ
Ï�È

n11 = 0, n12 =
√
|x21(T )|/x21(T ), n21 =

√
|x21(T )|, n22 = 0.
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−1 1
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