
��� ������

� ������� � ��	�
����� �������� ����

�� ������� �������
�

������������ 	�
���������

���������	 
������������	 ����������
������� ������� 
� ������ ��� �������������� �

�� !"#$%& %�'%� '%   �(!�$)�"(�'%

�������� �� 	�
��� ���� ��

*������ �����+ �,�����	 ,�+������
� ������� �����������-��
� .��� �� ���/����� 0������
���� �� 
�����	 1��������� *���+���� -�� �,����2 ,�+������
� ������� �����  �,����� 1���������
���������3/�4 ������ ��
������	 1��0����� 5��2 .��� ����
 ��� z6� 7���� 1������� ���� 8������
��� 
����0 �,�����	�

��	
��� ������ ������� ����� ���������� ��������� �� ������� ���������

����������� �� 	�
��������

�� ��� ������ �� � ���� ������ ������� �� � ������ �����

9: �#�(;<: &=)�"# => �# �?" ;)):@'"A B�(( C"@D @D:  D">@:& A:#@:' )�  )=@"=# C"@D=%@ B=%#A"#E 5"� :�
"# A=# @�#@ A=#@�A@6 =# �  )==@D F(�#:� 9:  D=C @D�@ @D: : &=)�"# B:(=#E @= @D: ':E"=# => F�'�):@:' �
A='': F=#&"#E @= ':E"): => ':E%(�' F':A:  "=# 5@D: B�((G �?" �B=%@ �?" z6� 9: �( = E"�: :?F("A"@ >=')%(� 
>=' &=)�"# B=%#&�'": �

� !"#$%&� $'('% )#%!� *#+'#, "'+-#.+ )#.,/',( #, 0 &*##+- 120, 

30+- *0+'/02 4.)5 /+ 620&&'7/0+'#,&� �89��

���������� ������	�
 ���
 �� �
 ��
 �� �������



��� ������������ 	�
���������

������ � �����	�� 
�������	��� ���� �� ������� ���
��
�� ������
� ���

���
���
�������� ��	��� �
������� ������ ��	�����
� �������

�	� ������� � �� ���	 !"#�
���� 
�����		�$ �%�� ������� !&� '� (#� ������ ������
� ����	����� 
 ����	��	��

������ �	��������� ��� � �%��
�� %������	��� �����	��� ��� � � �%��
�� ������
)�	��� ����
 � 
$��� ���� 
� 
���� �
���
� �� ��	*� 	� �

������	�

� �%��� +���	%���� !,# 
����	� ������� ���	���������� ����
���
�� �%��
�� %��-
����	��� �����	�� ���� 	� ������� ���
��
�� 	� ����� �
�
�������	��� .�� 
� 
��-
/�		�� *�	��� ��

� )�	��� �� ������	�$ �
$��	�$ ���	�	��$ �����	�� ���������
	�	�����	�� 	������	� � 	���	��

�� ��������	 
������	 � ���
����  ��
�������

� ��		�� �%��� �� �

����� �
�
�������	�� .� 
� 
��/�		�� �� �
� 
�����-
�� *�	��� ��

 � ���.�� ��� �%��
�� %������	��� �����	��� ��%��� 	�������	��

�
���� �����	��� ������ ��� *�	� .�� 	�$����
� 	� ���
��
�� z = 0�

0���	���	 
�
���� ����� ���1

L = m
2

(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + A
2

(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) + C
2

(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)
2 −mgz, 2"3

��� x, y, z 4 �����	��� *�	�� ��

 .��5 θ, ϕ, ψ 4 ���� 6���� ��	�
�����	� 	�������-
	�� 
�
����5 A,C 4 ����	�� ����	�� �	�*�� .���

� 
��� ���	�	�� ����	��	�� 
���� 2*�	� .�� 	�$����
� 	� ���
��
�� z = 03� ���-
��	��� *�	�� ��

1

z = b cos θ, ż = −b sin θθ̇, 2&3

��� b 4 �

���	�� �� *�	�� .�� �� *�	�� ��

�
7 8��� 
�
���� �
�� ���� �	������� �����	��1

mẋ = px, mẏ = py,

A sin2 θϕ̇+ C cos θ(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) = pϕ,

C(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) = pψ,

2'3

pxẋ+ pyẏ + pϕϕ̇+ pψψ̇ − L = E. 2(3

����� ��� �	������ ������� � ����� ��� *�	� ��

 ������
� ��	���	� � ����-
��	��	� � ���
��
�� z = 0. � 
�
���� �����	��� ������ �������
� �����	����	� ���
��

 *�	��� ��

� px = py = 0� ���� ����$ �	������� 2'3 � 
���� 2&3 ������� � �����	��
��� 8	����

E = 1
2
(A+mb2 sin2 θ)θ̇2 + 1

2

(pϕ − pψ cos θ)2

A sin2 θ
+
p2

ψ

2C
+mgb cos θ. 293

)������� %������	�� �����		��

t

√
g

b
= τ, cos θ = u 2,3

� ������� �����	��

E
mgb

= e,
pϕ

mb
√
gb

= p,
pψ

mb
√
gb

= q, C

mb2
= c, A

mb2
= a, 2:3
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1
2

(
du
dτ

)2

=
(e− q2

2c
− u)(1 − u2) − 1

2a
(p− uq)2

a+ 1 − u2
= F (u). �	
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 ������������ �������� ��������������� ����

��� ����� ��������� �	


F (u) � 0,

���� ��������� ����������� � �	
 ������ ������ ���� 

F1(u) = (e− q2

2c
− u)(1 − u2) − 1

2a
(p − uq)2 � 0, �!


�� ���� ���������� ����������� ������������ ���������� u"

������� ��	�������� �������� # ������$���������� ���������� ���% ����$�� ����

�� 

N = mg +mz̈ � 0. �&'


� ����������%( ��������%(� ��������� �	
� ��������

N
mg = 1 +

dF (u)

du
=

N1(u)

(a+ 1 − u2)2
� 0 �&&


���� ����%��� ��������������� ������������ ��(����

N1(u) = c(a2 + qp)u2 − (2ea2c+ cp2 + q2(ac+ c− a2))u+ c(1 + a)(a2 + qp) � 0, �&)


�� ���� ������������ ����������� ��� u"

*������� ��� +�� ����������� �������� � �������� ���������� ��� ������������ �����

���% # ��������% �������� e� p� q # ����������%� +������� ������� �� ϕ� ������� �� ψ
� ��� �������������( ��������� a � c # ����������%� ������% ����$��"

,����$% ������� ��-���������� �������� � �����$% ������� ���%�� ����.��� �����
�������

F1(u) = 0, −1 � u � 1, �&/


N1(u) = 0, −1 � u � 1. �&0


1�������� �&/
 ����� ��� ����� # u1, u2, u3� � ��������� �&0
 # ��� ����� u4, u5� ���

2���$�� ���������� e, p, q, a, c"

3� ���" & ��������% ������%� ���2��� ������� +��( ��������� ��� 2���$�� +������

e ��� 2����������%( ��������( �����( ����������"

4���%� &� )� / # ����� ��������� �&/
� ��������.� �� ����" 4���%� 0� 5 # �����

��������� �&0
� ��������.� �����$% ���%��"

6���� �������� �� ���" & ������ ��� ��� 2����������%( p� q� a� c ������� ��� (�����
����%� +������ e0(p, q) � e1(p, q) ������ a � c �����.��� ������%��
� ��� ��� 
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���� �� ������� �	
������ F1(u) = 0 �	���� �� �� �� � �	
������ N1(u) = 0 �	���� �� �� �
�

������� e p = 1, q = 1/2, a = 1, c = 2��

�� ��� ������	
 ����� e0(p, q) �������	 ����������� �� ���� e > e0(p, q) �������	��

������� ��������
 �������� � u1 < u < u2�� �� ������� e � e1(p, q) ���������	 ����

������� ������������� �� ���� �������� ����������� �� ���� ������� �u1 � u � u2��

�� ��� ������	
 e > e1(p, q) � ������� ���� ����� �������	 ��	��	���	 ������� u4 <
u < u2� ��� ���� ������� ������������! "�� ����#���� #�� ������� ������������ ���$

����	 ��
�����	 � ������� u1 < u < u4� ��� � ���� �� �������� ��#������  �����	!

%�#�����	 �������� ����� ���� ��� �������������� ��� � �������������& ˙u(0) =
= ±

√
2F (u(0))! '���� � ��� �����
����� � ��#�� A� ��� u(τ0) = u4 = 0 � u̇(τ0) =

=
√

2F (u4)! (����� � ���� ��#�� ���� �
���� �� ��	�� � ��#������	 ��������� �����$

��� ���� � ���� �	����� ����! ���

���� �� �
���
� �	
����	�� �	� �������� � ��	�����  
!
"#��� ��"���� "��
� �
 ��"����$

�	���$� %�	�� �	���&���� � ��!�� A�

)� ������� ���� ���
 �������� �� ������� ���� *�����������
 p� q� a� c� ��#������	
� ������� e0(p, q) ��� ������� ������� ���� u1 � u2 �
�����	 � ��#��! "��  ������

���	��	 ������ �  �������� ��)� ����� �������� � ����  �������	

F2(u) =
dF1(u)

du
= 3u2 +

(
q2

(
1
c − 1

a

)
− 2e

)
u− 1 +

pq
a = 0 ��+�

���  ������ F1(u) = 0!

,��  �������	 ��)� � ��+� ����-� �����
����� ���������� e, p, q� e = e0(p, q)� ��� ��$
����
 �� �������	 � ������ ��� �	���� ��������� �θ = θ0�� ����� ����� ���� ��
�����	

���������	 
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� ������� � ��	�
����� �������� ���� �� ������� �������
� ���

�� ����� �����	
 ��� ����	��� ���� ���� ����	�	�� �����	����	����

p = p0(s, u) =
√
a(1 + u) ch s+ (1 − u) sh s, q = q0(s, u) =

√
a(1 + u) ch s− (1 − u) sh s,

e = e0(s, u) = 1
2c

[2(c − a)(1 − u2) ch s sh s+ (2u2(a− c) + 2c+ 2a) ch2 s− u2(a− c) − (a+ c)(1 − 2u)],

����

−1 � u � 1, −∞ < s <∞.

��� ���� ���	� ����� ������� �� ���
 ! ���	���� ���	� ������
 "��	���# ��� ��� ��$

�	� ����� �	 ������� �� �����	��� a
 %�� ����	��� �����	���� e, p, q# &	'�(� �����

��&����# �������	���� ���	� �����)# ���'	��	 ���� �����'��
 ��	 '	 ���� ��&���� *
���'	��	 �	�����'��


%��	� ����� ������# ��	 N1(u) = 0 ��	��	 � ����	��	� F1(u) = 0# ���'	 ��'��

��&���� � �����	����	���� ���	 � �����������	 (p, q, e) ��� c = 2

p = p1(s, u) = a

√
1 + u
1 − u

sh s+ a

√
1 − u
1 + u

ch s,

q = q1(s, u) = a

√
1 + u
1 − u

sh s− a

√
1 − u
1 + u

ch s,

e = e1(s, u) = 1
2c(1 − u2)

[2a(c− a)(1 − u2) ch s sh s+ (2a(a − c)u2+

+2a(a+ c)) ch2 s+ (c− a)au2 − 2u(a2 − c(1 − u2)) − (a+ c)a],

��+�

−1 � u � 1, −∞ < s <∞.

��� ���	� ����� ������'	�� �� ���
 ! �����	���� ���	� ������
 %�� ����	��� ��$

���	���� e, p, q# &	'�(� ����� ��&����# ���'	��	 �	&� ��		� ���� ������
 ��	 ����

��&���� * ���'	��	 ��&�	��� �	���������


,�(�� ��� ��� ���	� ����	� ��� a = 1, c = 2 ����	�	� �� ���
 !


���� �� ����� 	�
 ��	�������� ��������	����� ������� ������	���� 
	����� 	 ����������	

��������	 e, p, q�

���������	 
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���������� ���	������ 
����������

q = p, q = −p, q = 0, p = 0. ����

� �� � 
������ ���!� ��������� ������ ��� �������" #�	������ ��������� 
���$

����� ���� � ��������� ��%� � ��&�' �� �� �� ��(��)�*"

• #������* �������' �
��	������� ���������� q = 0'

p2

0(e) = 4
27

(a(e2 + 3)
3

2 + e(9a − e2)),

e1(p) =
a5 + a2 + p4 − p2

√
p4 + 4a4

a2(−p2 +
√
p4 + 4a4)

.

• #������* �������' �
��	������� ���������� q = p'

e0(p) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

−1 + 1
2

(a− c)
ac p2 + 2|p|, |p| � 2

√
a,

1 +
p2

2c
, |p| � 2

√
a,

e1(p) = 1 + a
2

+
p2

2c
.

• #������* �������' �
��	������� ���������� p = 0" +������ ��(�� ���� 	�� ����
(�	���� 
�������������

q20(u) = −a(1 − u2)2

u , e0(u) =
cu2(1 + u2) − a(1 − u2)2

2cu
,

−1 � u � 1,

e1(q) =
q2(2c− a2 + ca)(q2 −

√
q4 + 4a4) + 2ca4(2 + a)

2a2c(−q2 +
√
q4 + 4a4)

.

• #������* �������' �
��	������� ���������� q = −p'

e0(p) = −1 +
p2

2c
,

e1(p) =
p4 + p2(a2 + ca− 2c) + ca2(2 + a)

2c(p2 + a2)
.

���������	 
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� ������� � ��	�
����� �������� ���� �� ������� �������
� ���

���� �� �����	
 ������ ������
����� �������� � ��������� q = 0� q = p� p = 0� q = −p�

��� ���� ����	�
 ������	 	� ���� ��

����� �������� �������	��� ����	�� ���� 	� ��������� ����������� ��	����	��
������� ���������� ���� �� ����� ����� ���� �����	������ !���� "#$ �����	�����

��%����	�
 ���&����� � �����	����� ������ '�� 	����� �	��%��� ������� �������	�(

%� ����	�� 	���	����� � ��	�����	� �����	�
 �	��%�� !e = −1#� ��%�� ��� ������(
��� ����� � ������ �	��%�� ��� ������� ������������ )��������	�� �	��%��� ��� ������


����	�� ���� � � �������	�� ��� ���������� �	���	��� �������� p � q� ������ ��
��	����������� ��������� a � c � ��	�

emin = 1
2c

[(c − 1)a− 2c+ 2
√

(1 − c)a2 + 2c(a+ 1)].

* ������	��� �	��%�� �����	���� ����� ������������ � �����	���� ��%����	�

���&������ �������� ��� �� ��� ��������� ������� �����	����� ���������� ������(

���� �� ��%����	�
 ���&����� ��� ���� ����% ��� z�

'�������� ��%����	�
 ���&����� 	�������� �� ��� �� ���	�	�
 !+"# � !+,#$

F1(u, p, q, e) = 0,

F2(u, p, q, e) = 0,

������� ����������� ��	�������	� e � u$

e = e0(p, q), u = u0(p, q).

'���� ���	�	��� ��� ��� %��������� ���������� ������� ��������� �����	�%�

����	��� � ����� ���������� �%�� θ0 !cos θ0 = u0#� ��� ������� ��� ���� ���&��������

����% ��� z� ��� ���� �����	����
 ������	 	� ���� ,�

����� �������� ���������	�� ��������� ��� ������� �������	�%� ����	�� �����(

����	� ����� �����	���� ��%����	�
 ���&������ ��%�� &�	�� ���� 	�������� 	� ��	�


������ -����		� ��� �����	� ��� ������� �	��%���� ��%�� �������	�� ����� �����	�(
���� ��%����	�
 ���&����� � �����	����� ����� ��������� � 	��� � ��������� 	���&��

���	������� � ������ �	��%���

� ����	�
��� �����	� ������� ���
 ������  ��� 	������	����

���������	 
������� ���� �� � �� �� �������



��� ������������ 	�
���������

���� �� ����	
����� �	����	�� ����	����� 	�������� �� e0(p, q)� �� u0(p, q)�

• ����������	� 
����	� ����� � ��
��� ���
����	� �	���	������ �	����		 ����	��
���	������ ������ 	���		 	�	 ������	� ����� ���� ����� ��	�������� ��	��

�����	�� ��� � ���� ��
��� �	����� ������	��� ��	����	
���� 	 �	�������� ���

 � ����	� �������������� �� ��!�� "��� ���������

• #���	� 
����	� �����  �� �	 ���	�		 ������� 	 �
$��� ���	� �� ���!� ���
��
��� �"���%���  ��$������ ��������	� ������ ��	�������� 
�����	��	 �����

�������� ��$��	�	�� & ��������� ��
��� ���
� ����	���� ������������� �	�
��		

����������� ��� '��������

& ����%���	� ����� ���!�%� "����������� #�&�(�	���
 	 ��)�*�����
 �� �	�

������	� ��	���	� � ��	� �������� � ���!� �� �������� �"�
!���	��

������ ����	
��	�

��� �����  � !"� #�$"�#�$�%�� $"�&'( &) $"� $&*� +"��,��� �-./� �01��� 2� 3�������4��5�6 ���	�6
��145�� 3�789���5� 808� :;;<��

�:� =�	���� >�?�� 3����� 8�@� A�����5� ���	��B� ��1�� C���1D�����E �����E� ����B	�	F�����D�

���� 3�789���5� 8�����F� 5��DG��	�E
 ���1��������� :;;�� �H/ ��

�<� 3�	5��� >��� A�����5� ��1�� ��	�5���GI�B��6 � ���	��� ���	
����DG� 3�� J�F5�� �..:� <<� ��

�K� 8����� >��� A�����5� ������ � ��
���4��5��� ��F��	���6��� 3�� 3�9�F��	����6 	�B	����
�L	�M�����6� �..H� <</ ��

��� 8����� >��� NL F�1���6
 ��	E�� � M���4� � ���9���� ���	��B� ��1� � O�	�
������ 1��5����
PP J�1������6 ������5�� :;;-� �� K� Q <� %� :-H7<;:�

�/� ��M��L1�� C�3� 3���� �	���1���6 �	����	�� L�M��	E���B� ���9���6 ��145� �� B1��5�� 1��R
5���� PP J�1������6 ������5�� :;;-� �� K� Q �� �� -H7.-�

���������	 
������� ���� �� � �� �� �������


