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24 Ì.Êîëîìèåö, À.Øèëüíèêîâ1. ÂâåäåíèåÌàòåìàòè÷åñêàÿ ¾íåéðîííàÿ¿ ìîäåëü Õèíäìàðø��îóç (Õ�) [1℄
x′ = y − ax3 + bx2 + I − z = P (x, y, α) − z,

y′ = c − dx2 − y = Q(x, y, α),

z′ = ε(s(x − x0) − z) = εR(x, z, α),

(1)îñòàåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìîäåëåé [2, 3, 4, 7, 8, 9℄, ïîñêîëüêó êà÷åñòâåííî õî-ðîøî îïèñûâàåò äèíàìèêó îïðåäåëåííîãî êëàññà íåéðîííûõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõèñïîëüçîâàíèÿ �îðìàëèçìà, ïðåäëîæåííîãî Õîäæêèíîì è Õàêñëè [10℄ äëÿ îïèñàíèÿ èîí-íûõ êàíàëîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåéðîííàÿ ìîäåëü, áóäó÷è íåëèíåéíîé ñèñòåìîé, ìîæåòäåìîíñòðèðîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå íåêîòîðûå ñëåäóþùèå òèïû àêòèâíîñòè íåéðîííîé êëåò-êè, âêëþ÷àÿ ñïîêîéñòâèå, òîíè÷åñêóþ è ïà÷å÷íóþ àêòèâíîñòè, à òàêæå ïîäïîðîãîâûå êîëå-áàíèÿ, èëè êîëåáàíèÿ ñìåøàííûõ ìîä [9, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18℄. Íåëèíåéíîñòü íåéðîííîéìîäåëè ìîæåò òàêæå ÷àñòî ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ áè- èëè ìóëüòèñòàáèëüíîñòè ñîñóùå-ñòâóþùèõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ ïðè îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ [20, 21, 23, 24, 25, 26℄.¾Õîðîøàÿ¿ íåéðîííàÿ ìîäåëü, ÿâëÿÿñü ïî êðàéíåé ìåðå äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåé-ñòâîì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîëæíà òàêæå àäåêâàòíî îïèñûâàòü ïåðåõîäû ìåæäóýòèìè òèïàìè àêòèâíîñòè, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ëîêàëüíûå èëè ãëîáàëüíûå áè-�óðêàöèè ïðåäåëüíûõ ðåøåíèé ìîäåëè [15, 23, 27, 29, 30, 31, 32, 34, 35℄.Â ìîäåëè Õ�, ïåðåìåííàÿ x ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ¾ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë¿, â òî âðå-ìÿ êàê y è z îïèñûâàþò àêòèâàöèþ è äåçàêòèâàöèþ íåêîòîðûõ òîêîâ, òàêèõ êàê áûñòðûéíàòðèåâûé è ìåäëåííûé êàëèåâûé, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ z îïðåäåëåíà ìàëûì ïà-ðàìåòðîì 0 < ε ≪ 1. Ýòî ïîçâîëÿåò äàííîé ìîäåëè ñ÷èòàòüñÿ áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìîé,â êîòîðîé ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò áûñòðóþ ïîäñèñòåìó. Ïðàâûå ÷àñòè ìîäåëè ÿâ-ëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñî ñëåäóþùèìè êîý��èöèåíòàìè (a, b, c, d, s) = (1, 3,−3, 4). Â ïåðâîìóðàâíåíèè ïîñòîÿííûé ÷ëåí I îïèñûâàåò âíåøíèé òîê. Â äàííîé ðàáîòå ïàðàìåòð x0 ÿâ-ëÿåòñÿ áè�óðêàöèîííûì ïàðàìåòðîì, a ìàëûé ïàðàìåòð ε áóäåò âàðüèðîâàòüñÿ â ïðåäåëàõìåæäó 0.002 è 0.02.Ìû ïîêàæåì, ÷òî ìîäåëü Õ� äåìîíñòðèðóåò äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå, òèïè÷íîå äëÿîïðåäåëåííîãî êëàññà íåéðîííûõ ìîäåëåé, íàçûâàåìûõ square-wave burster [12, 14, 15℄ â çà-ðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, �ìû èñïîëüçóåì çäåñü òåðìèí ¾êâàäðàòíûå ïà÷êè¿ [15, 20, 21, 22,36, 37℄.Ñëåäóÿ êëàññè�èêàöèè, ïðåäëîæåííîé â [17℄ è ðàñøèðåííîé â [18℄, äàííûé òèï ïà÷å÷-íîãî ðåæèìà êîëåáàíèé òàêæå íàçûâàåòñÿ ¾ñêëàäêà/ãîìîêëèíèêà¿ ïî òèïó (ïåðâîé è ïî-ñëåäíåé) áè�óðêàöèé â ìåäëåííîé ïîäñèñòåìå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò çàêëþ÷èòåëüíûå �àçûïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè â ïîëíîé ìîäåëè. Çäåñü ñëîâî ¾ñêëàäêà¿ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ñè-íîíèìà äëÿ òàêîé ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé, ÷òî ñåäëîâîå ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ óñòàíàâëèâàåò íåêèé ïîðîã, êîòîðûé ðàçäåëÿåò ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìèíåéðîíîâ: ãèïåðïîëÿðèçîâàííûì ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ è òîíè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè âîêðóã äå-ïîëÿðèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Èõ ñîñóùåñòâîâàíèå â áûñòðîé ïîäñèñòåìå ñîçäàåò ãèñòåðå-çèñ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïà÷å÷íûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé â ïîëíîé ìîäåëè:â åå �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå �àçîâàÿ òî÷êà ïåðèîäè÷åñêè (èëè íåðåãóëÿðíî) ïåðåáðàñûâà-åòñÿ ìåæäó àòòðàêòîðàìè ìåäëåííîé ïîäñèñòåìû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1. Êàê âèäíîèç ðèñóíêà, èíòåðâàëû ìåæäó ñïàéêàìè (ïè÷êàìè íàïðÿæåíèÿ) ðàñòóò ê êîíöó ïà÷êè, ÷òîÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî òàê íàçûâàåìîå ìíîãîîáðàçèå ìåäëåííûõ äâèæåíèé (èëè,â äàííîì êîíòåêñòå, òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå) çàêàí÷èâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöè-ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 25åé ñåäëà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå ìîäåëè, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå êâàäðàòíûõïà÷åê, íå äåìîíñòðèðóþò òàêîå óâåëè÷åíèå èíòåðâàëà ìåæäó ñïàéêàìè. �ëàâíîå èõ îòëè÷èåñîñòîèò â òîì, ÷òî ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ [23, 32, 33, 42℄, à íå ãî-ìîêëèíè÷åñêàÿ ïåòëÿ ñåäëà, â ìåäëåííîé ïîäñèñòåìå çàêàí÷èâàåò àêòèâíóþ �àçó ïà÷êè.

�èñ. 1. Êâàäðàòíûå ïà÷êè â ìîäåëè (1) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçâåðòêà ìåìáðàííîãî íàïðÿæåíèÿïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ x0 = −1.3, a = 1 è ε = 0.002. ×èñëî ñïàéêîâ â ïà÷êå� ÷èñëî ïîëíûõîáîðîòîâ �àçîâîé òî÷êè âîêðóã òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mlc, ñ�îðìèðîâàííîãî èç ïðåäåëüíûõöèêëîâ áûñòðîé ïîäñèñòåìû, ïðåæäå ÷åì îíà óïàäåò âíèç íà ãèïåðïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó ìíîãîîá-ðàçèÿ Meq ïîêîÿ. Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó ñïàéêàìè ðàñòåò ïîä êîíåö ïà÷êè. Ýòî ÿâëÿåòñÿïðèçíàêîì òîãî, ÷òî �àçîâàÿ òî÷êà ïîäõîäèò ê ñåäëó� ïîðîãó, ðàçäåëÿþùåìó îáà ìíîãîîáðàçèÿ.1Ñóùåñòâóþùèå ñõåìû êëàññè�èêàöèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè íåéðîí-íûõ ìîäåëåé áàçèðóåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà âûäåëåíèè ìåõàíèçìîâ, êîòîðûå íà÷èíàþò è çà-êàí÷èâàþò ìíîãîîáðàçèÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé, ñîñòîÿùèõ èç ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ñîñòîÿ-íèé ðàâíîâåñèé áûñòðîé ïîäñèñòåìû, òèïè÷íî äâóìåðíîé, ðàññìàòðèâàåìîé â ñèíãóëÿðíîìïðåäåëå ε = 0. Èñïîëüçóÿ ïðîçðà÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà ðàçäåëå-íèè ñèñòåìû íà áûñòðûå è ìåäëåííûå óðàâíåíèÿ, ìû ìîæåì íàéòè è ïðîñëåäèòü âñå íàñèíòåðåñóþùèå áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè îäèí ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèê-ëîâ áûñòðîé, äâóìåðíîé ïîäñèñòåìû âàðüèðóÿ ìåäëåííóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿåå áè�óðêàöèîííûì èëè ñêàíèðóþùèì ïàðàìåòðîì â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå [43, 44℄.Èçâåñòíî [45, 47, 48, 49, 50, 52℄, ÷òî äèíàìèêà âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè ìàëûõ ε 6= 0îïðåäåëÿåòñÿ è êîíöåíòðèðóåòñÿ âîêðóã ïðèòÿãèâàþùèõ ñåãìåíòîâ ìíîãîîáðàçèé ìåäëåí-íûõ äâèæåíèé, ñîáðàííûõ èç óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ýòèìíîãîîáðàçèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ ñêåëåò äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ àêòèâíîñòåé â áûñòðî-ìåäëåííîéíåéðîííîé ìîäåëè. Òèïè÷íàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ òàêèìè ìíîãîîáðàçè-ÿìè [12, 53℄: ìíîãîîáðàçèåì Meq ïîêîÿ è òîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Mlc áûñòðûõ ñïàéêîâ,ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 1.Îäíà èç ïðîáëåì, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè áûñòðî-ìåäëåí-íûõ ñèñòåì, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå äèíàìèê åå ïîäñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íå äî êîíöà ïî-íÿòíûì. Áûñòðî-ìåäëåííîå ðàçäåëåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñèëüíîå óïðîùåíèå çà ñ÷åòàâòîìàòè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ¾íåïåðåñåêàþùèõñÿ¿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ êîìïîíåíò â îäíó,ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



26 Ì.Êîëîìèåö, À.Øèëüíèêîâïîëíóþ äèíàìèêó èñõîäíîé ìîäåëè. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé è íåòèïè÷íîéäëÿ áîëüøèíñòâà ñèñòåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêîå ïðÿìîå ñëîæåíèå íèêîãäà íå ðàáîòàåòâáëèçè áè�óðêàöèé â ïîäñèñòåìàõ èëè êîãäà ðåøåíèÿ îáåèõ ïîäñèñòåì èìåþò ïîäîáíûå âðå-ìåííûå øêàëû, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãîìîêëèíèê èëè ñåäëî-óçëîâ. Ñèíåðãåòèêà áûñòðûõè ìåäëåííûõ âçàèìîäåéñòâèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê âåñüìà íåòèïè÷íûì áè�óðêàöèîííûì ÿâ-ëåíèÿì, âîçìîæíûì òîëüêî â ïîëíîé ñèñòåìå [54℄, íà íèõ ìû è áóäåì êîíöåíòðèðîâàòüâíèìàíèå, íà ïðèìåðå ïðåäñòàâëåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè àáñòðàêòíîãî íåéðîíà.Ýòî ìîæåò ñëóæèòü òàêæå íåêîòîðûì ïðåäîñòåðåæåíèåì äëÿ ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè-êîâ, ïîñêîëüêó îòäåëüíî âûÿâëåííûå äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ìîãóò îñòàòüñÿ âíå �îêóñàïðèëîæåíèé, åñëè îíè íå ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè, ò. å. íå èìåþò ìàëóþ êîðàçìåðíîñòü, â òåð-ìèíàõ òåîðèè áè�óðêàöèé. Ýòî, òåì íå ìåíåå, íå êàñàåòñÿ íåêîòîðûõ ñëîæíûõ è êàæóùèõñÿýêçîòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå èìåþò ìåñòî âî ìíîãèõ íåéðîííûõ ìîäåëÿõ,íàïðèìåð, � â óïðîùåííîé ìîäåëè ñåðäå÷íîãî èíòåðíåéðîíà ïèÿâêè. Ê òàêèì ÿâëåíèÿì îò-íîñèòñÿ áè�óðêàöèÿ ¾êàòàñòðî�à ãîëóáîãî íåáà¿, à òàêæå ãëîáàëüíûå áè�óðêàöèè, ñâÿçàí-íûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñåäëîâûõ è ñåäëî-óçëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé [23, 32, 33, 34℄.Òàêèå áè�óðêàöèè èìåþò êîðàçìåðíîñòü îäèí, ò. å. ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè, è, ñëåäîâàòåëüíî,ìîãóò íàáëþäàòüñÿ â äðóãèõ ìîäåëÿõ.Ñêàçàííîå òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ ëþáîïûòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, âêëþ-÷àÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå, ïîðîæäàþùèå íåîæèäàííûå õàîòè÷åñêèå âçðûâû â áûñòðî-ìåäëåí-íûõ íåéðîííûõ ìîäåëÿõ [4, 15, 29, 30, 31, 34, 93, 24℄.�îìîêëèíè÷åñêèå áè�óðêàöèè ñåäåë â ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ âàðèàíòàõ îáñóæäà-þòñÿ â ñëåäóþùåé ÷àñòè ñòàòüè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ,ïîðîæäàþùàÿ åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë â áûñòðîé, ïëîñêîé ïîäñèñòåìå,ïðè ñèíãóëÿðíîì âîçìóùåíèè ìîæåò âûçâàòü ñìåíó âåäóùåãî íàïðàâëåíèÿ â ñåäëå, ÷òî,â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ñëîæíîé äèíàìèêè â ìîäåëè. Ìû ïî-êàæåì, ÷òî õàîñ, âîçíèêàþùèé â ìîìåíò ïåðåõîäà ìåæäó òîíè÷åñêèì ðåæèìîì êîëåáàíèéè ïà÷å÷íûì, ìîæåò áûòü îáúÿñíåí â ðàìêàõ òåîðèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áè�óðêàöèé êîðàç-ìåðíîñòè äâà, êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåì.Îäíîé èç îñîáåííîñòåé òàêèõ áè�óðêàöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè âêëþ÷àþò áè�óðêàöèèóäâîåíèÿ êàê ïåðèîäè÷åñêèõ, òàê è ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò [64, 65℄.Â êîíöå ñòàòüè ìû òàêæå îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîäåëü Õ� ìî-æåò äåìîíñòðèðîâàòü ãîìîêëèíè÷åñêèå áè�óðêàöèè äâóõ ðàçíûõ òèïîâ, ñâÿçàííûõ ñ ñóùå-ñòâîâàíèåì ñåäëî-óçëîâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ïåðâàÿ � ýòî ¾êàòàñòðî�à ãîëóáîãîíåáà¿ [58, 59℄. Ýòî ý��åêòíîå íàçâàíèå ïðèñâîåíî ïîñëåäíåé èç ñåìè èçâåñòíûõ òèïè÷-íûõ áè�óðêàöèé (êîðàçìåðíîñòè îäèí) íà ãðàíèöå óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé.Â òî âðåìÿ êàê ïåðâûå øåñòü õîðîøî èçâåñòíû óæå äîñòàòî÷íî äîëãî, áè�óðêàöèÿ êàòà-ñòðî�û ãîëóáîãî íåáà áûëà îáíàðóæåíà Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì è Ä.Â.Òóðàåâûì è ïîëíîñòüþèçó÷åíà ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [61, 62, 63, 65℄. Ýòà áè�óðêàöèÿ òàêæå îêàçàëàñü òèïè÷íîéäëÿ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ íåñêîëüêèìè âðåìåííûìè øêàëàìè [65, 66℄. Îñîáûé, ïðèêëàäíîé,èíòåðåñ ê ýòîé áè�óðêàöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ íåéðîäèíàìèêè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ¾êàòàñòðî-�à ãîëóáîãî íåáà¿ îïèñûâàåò íåïðåðûâíûé è îáðàòèìûé ïåðåõîä ìåæäó ïåðèîäè÷åñêèìèïà÷å÷íûìè è òîíè÷åñêèìè ðåæèìàìè êîëåáàíèÿìè â íåéðîííûõ ìîäåëÿõ, òàêèõ êàê, íà-ïðèìåð, ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ñåðäå÷íîãî èíòåðíåéðîíà ïèÿâêè [32, 33℄.Îäíèì èç äèíàìè÷åñêèì ñâîéñòâ âòîðîé áè�óðêàöèè ÿâëÿåòñÿ áèñòàáèëüíîñòü, ò. å.êîãäà â íåéðîííîé ìîäåëè ñîñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî êàê òîíè÷åñêèå, òàê è ïà÷å÷íûåðåæèìû êîëåáàíèÿ [23, 25℄. Òàêèå ÿâëåíèÿ íàáëþäàþòñÿ îïÿòü æå â ðåäóöèðîâàííîé ìîäå-ëè ñåðäå÷íîãî èíòåðíåéðîíà ïèÿâêè, à òàêæå â ìîäåëè íåéðîíà R15. Óêàçàííàÿ ãëîáàëü-ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 27íàÿ áè�óðêàöèÿ, îáíàðóæåííàÿ è èçó÷åííàÿ Ëóêüÿíîâûì è Øèëüíèêîâûì [91℄, îïèñûâàåòäèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èñ÷åçíîâåíèåì ñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòûñ íåãðóáîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé. Ìû ïîêàæåì, ÷òî âáëèçè òàêîé áè�óðêàöèè ìî-äåëü Õ� ìîæåò ãåíåðèðîâàòü õàîòè÷åñêèå ïà÷êè ñ íåïðåäñêàçóåìûì ÷èñëîì ñïàéêîâ â êàæ-äîé èç íèõ, ïðè÷åì êàê ïîñòîÿííî, òàê è âðåìåííî, ò. å. ïðåæäå ÷åì åå äèíàìèêà óñòàíîâèòñÿíà ïåðèîäè÷åñêîì òîíè÷åñêîì àòòðàêòîðå. Òàêîå ïîâåäåíèå ìîäåëè âáëèçè ïåðåõîäà âûçâà-íî âîçíèêíîâåíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïîäêîâ Ñìåéëà [34, 35, 92℄.Ïðåäñòàâëåííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, áàçèðóþùèåñÿ íà ñòðîãîé êà÷åñòâåííîé òåîðèèäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [64, 65℄, íå îãðàíè÷èâàþòñÿ äàííîé ìîäåëüþ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-íû äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ ñèñòåì, âêëþ÷àÿ ìíîãîìåðíûå ìîäåëè íåéðîíîâ ãîëîâíîãî ìîçãà,à òàêæå ìîäåëåé èíòåðíåéðîíîâ, �îðìèðóþùèõ òàê íàçûâàåìûå ãåíåðàòîðû öåíòðàëüíûõäâèæåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò è êîíòðîëèðóþò ðàçëè÷íûå ðèòìè÷åñêèå ìîòîðíûå äâèæå-íèÿ, âêëþ÷àÿ õîäüáó, äûõàíèå, êàðäèîðèòìû, è ìíîãîå äðóãîå.2. Áè�óðêàöèè â áûñòðîé ïîäñèñòåìå Õ�-ìîäåëèÏðåäåë ε = 0 âûäåëÿåò áûñòðóþ ïîäñèñòåìó
ẋ = y − ax3 + 3x2 + 5 − z = P (x, y, α) − z,

ẏ = −3 − 5x2 − y = Q(x, y, α)
(2)ìîäåëè Õ� (1), ãäå ìåäëåííàÿ ïåðåìåííàÿ z ñòàíîâèòñÿ áè�óðêàöèîííûì ïàðàìåòðîì. Äëÿíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì áè�óðêàöèè â ýòîé ïîäñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè z. ×èñëåííûé àíàëèçêàê ïîäñèñòåìû (2), òàê è ïîëíîé ìîäåëè âûïîëíåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ïðîãðàììCONTENT [74, 75℄.Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîäñèñòåìû (2) ëåæàò â ïëîñêîñòè (x, y) íà ïåðåñå÷åíèè äâóõíóëåâûõ èçîêëèí (íóëüêëèí) P (x, y, α)−z = 0 è Q(x, y, α) = 0. Âàðèàöèè z äâèãàþò ïåðâóþíóëüêëèíó â ïëîñêîñòè è âìåñòå ñ íåé � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïðàâûå ÷àñòè áûñòðîé ïîä-ñèñòåìû ïîäîáðàíû òàê, ÷òîá îíà èìåëà ëèáî îäíî, ëèáî òðè ãðóáûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (2) îò z ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2.Â ðàñøèðåííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå (z, x, y), âêëþ÷àþùåì âñå òðè ïåðåìåííûå, ñî-ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2) âû÷åð÷èâàþò ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ Meq,ïðè èçìåíåíèè z îò −15 äî 5. Íà ðèñóíêàõ 2 è 5 óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ñåãìåíòûýòîé êðèâîé ïîêàçàíû êðàñíûì è ñèíèì öâåòîì ñîîòâåòñòâåííî. Èç ýòèõ áè�óðêàöèîííûõäèàãðàìì âèäíî, ÷òî êîãäà z < −11, áûñòðàÿ ïîäñèñòåìà èìååò îäíî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ¾äåïîëÿðèçîâàííîìó¿ (âåðõíåìó) ñîñòîÿíèþ íåéðîíà.Ïðè óâåëè÷åíèè z ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì â ðåçóëüòàòå ìÿãêîéáè�óðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�à. Òèï òàêîé áè�óðêàöèè, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ â áè�óðêàöèîííûé ìîìåíò îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì ïåðâîé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷è-íû, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè áè�óðêàöèè èç ñîñòîÿ-íèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæäàåòñÿ åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë, ïðè÷åì ðîæäåíèå ïðîèñõîäèòâ ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ z. Âàðüèðóÿ z, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ìíîãîîáðàçèå Mlc, ñîñòîÿùååèç óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2). Îíî èìååò �îðìó ýëëèïòè÷å-ñêîãî ïàðàáîëîèäà (ñì. ðèñ. 7).Ñ ïîìîùüþ êðèâûõ xmax è xmin ðèñóíêà 2 ìîæíî ïîíÿòü, êàê ìåíÿåòñÿ ðàçìåð ïðå-äåëüíîãî öèêëà ïðè èçìåíåíèè áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà. Óêàçàííûé ïîäõîä ñîñòàâëÿåòÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



28 Ì.Êîëîìèåö, À.Øèëüíèêîâîñíîâó òàê íàçûâàåìîé òåõíèêè ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷å-âèäíîé â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Íèæå ìû îáîáùèì ýòîò ïîäõîä, ñ òåì ÷òîáû íàéòè íå ñòîëüïðîñòûå ìíîãîîáðàçèÿ áûñòðûõ-ìåäëåííûõ äâèæåíèé â ïîëíîé ïîäñèñòåìå. Âåòâü êðèâîé,îáîçíà÷åííîé ÷åðåç 〈x〉 íà ðèñ. 2, ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ êîîðäèíàò ïðåäåëüíîãîöèêëà, óñðåäíåííûõ ïî åãî ïåðèîäó îáû÷íûì îáðàçîì:
〈x(z)〉 = 1

T (z)

∫ T (z)

0
φ(t; z) dt, (3)çäåñü x = φ(t; z) (x = (x, y)) � óðàâíåíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà â áûñòðîé ïîäñèñòåìå ïðèäàííîì z. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè z ñðåäíÿÿ âåòêà 〈x〉 ïðèáëèæàåòñÿ ê ìèíèìàëü-íîé xmin. Ïåðåä òåì, êàê îáå ñîìêíóòñÿ, ñèñòåìà (2) ïðåòåðïåâàåò ñåäëî-óçëîâóþ áè�óðêà-öèþ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò êàñàíèÿ íóëüêëèí P (x, y, α) − z = 0 è Q(x, y, α) = 0.Äâå íîâûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íóëüêëèí ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîìó è ñåäëîâîìó ñîñòîÿíè-ÿì ðàâíîâåñèÿ, îáîçíà÷åííûì, ñîîòâåòñòâåííî, Oh è Os íà ðèñ. 3, íà êîòîðîì èçîáðàæåíà�àçîâàÿ ïëîñêîñòü áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2) â ìîìåíò ñîñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëü-íîãî öèêëà è íèæíåãî (ïî x) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äàííàÿ êàñàòåëüíàÿ, èëè ñåäëî-óçëîâàÿáè�óðêàöèÿ, èìååò ìåñòî íà íèæíåé ñêëàäêå ìíîãîîáðàçèÿ Meq (ñì. ðèñ. 2).Ïðîäîëæàÿ óñòîé÷èâóþ è ñåäëîâóþ âåòêè ïî ïàðàìåòðó z, ìîæíî îáíàðóæèòü Z-îá-ðàçíóþ �îðìó ìíîãîîáðàçèÿ Meq, ñîñòàâëåííîãî èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé áûñòðîé ïîäñè-ñòåìû. Òàêàÿ �îðìà òèïè÷íà äëÿ ìíîãèõ íåéðîííûõ ìîäåëåé. Òàê, åå íèæíÿÿ âåòêà ñîñòî-èò èç óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå àññîöèèðóþòñÿ ñ ãèïåðïîëÿðèçîâàííûìèñîñòîÿíèÿìè ïîêîÿ íåéðîíà. Äåïîëÿðèçîâàííûå è ãèïåðïîëÿðèçîâàííûå âåòâè ìíîãîîáðà-çèÿ Meq ñîåäèíåíû ïîðîãîâûì ñåãìåíòîì, ñîñòîÿùèì èç ñåäåë áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2). Òàêíàçûâàåìàÿ ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà σ ñåäëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Os åñòü ñóììà ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè (2) â ñåäëå. Ýòè çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòòàêæå óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå íàïðàâëåíèÿ, êàñàòåëüíûå, ñîîòâåòñòâåííî, ê îäíîìåð-íûì óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ñåïàðàòðèñàì ñåäëà (ñì. ðèñ. 3). Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî,÷òî óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà ðàçäåëÿåò �àçîâóþ ïëîñêîñòü íà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿóñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Oh (ãèïåðïîëÿðèçîâàííîãî) è óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãîöèêëà. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà z óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñû ñåäëà ìîãóòñîìêíóòüñÿ, �îðìèðóÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåòëþ ñåäëà (èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïåòëþ ñåïàðàòðè-ñû ñåäëà). Äàííàÿ êîí�èãóðàöèÿ îòâå÷àåò íåâûðîæäåííîé ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèèêîðàçìåðíîñòè îäèí íà ïëîñêîñòè, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñåäëî ÿâëÿåòñÿ íåðåçîíàíñíûì, ò. å. åãîñåäëîâàÿ âåëè÷èíà σ îòëè÷íà îò íóëÿ.Êàê áûëî ïîêàçàíî â [43℄, òàêàÿ áè�óðêàöèÿ ïîðîæäàåò åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûéöèêë, êîòîðûé áóäåò íåóñòîé÷èâûì ïðè σ > 0 èëè óñòîé÷èâûì ïðè σ < 0. Íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà â íàøåì ñëó÷àå îòðèöàòåëüíà, è ïîòîìó áè�óðêàöè-îííûé ïàñüÿíñ ñõîäèòñÿ, êîãäà óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòà-òå ìÿãêîé áè�óðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�à, çàêàí÷èâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëåé ñåäëà.Ïî õîðîøî èçâåñòíîìó �àêòó èç òåîðèè ãîìîêëèíèê, ïåðèîä Ò(z) ïðåäåëüíîãî öèêëà ðàñ-òåò ëîãàðè�ìè÷åñêè áûñòðî êàê − ln |zh−z| ïðè ïðèáëèæåíèè öèêëà ê ñåäëó, îòâå÷àþùåìóçíà÷åíèþ zh ≃ 1.0856. Ïîñêîëüêó ðàçìåð ïðåäåëüíîãî öèêëà îñòàåòñÿ êîíå÷íûì, ñðåäíÿÿâåòêà 〈x〉 òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ âõîäèò â ñåäëî íà Meq ïðàêòè÷åñêè âåðòèêàëüíî. Íà-ïîìíèì, ÷òî âûáîð êîý��èöèåíòîâ â ïîëèíîìèàëüíûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòåìû (2) äîëæåíáûòü èñêëþ÷èòåëüíî àêêóðàòíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áóäü êîý��èöèåíòû íåñêîëüêî èçìå-íåíû, òî ìû ìîãëè áû ïðîéòè ìèìî ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè íà z-ïàðàìåòðè÷åñêîìñðåçå, êàê ýòî ñëó÷àåòñÿ ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a, íàïðèìåð. Äàííîå óòâåðæäåíèåÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 2. Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû, ïîêàçûâàþùèå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ è ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2) îò ¾çàìîðîæåííîãî¿ ïàðàìåòðà z ïðè ε = 0:äëÿ a = 1� ðèñ. (à)�(â); äëÿ a = 1, 6� ðèñ. (ã). Êðàñíûì öâåòîì îòìå÷åíû ñåãìåíòû, ñîñòîÿùèåèç íåóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Âåòâè xmin, xmax è 〈x〉 îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìèíè-ìàëüíîå, ìàêñèìàëüíîå è ñðåäíåå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïîäñèñòåìû.Çàìåòèì, ÷òî íà ðèñóíêàõ (à)�(â) âåòâè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ çàêàí÷èâàþòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé áè-�óðêàöèåé íà ñåäëîâîì ñåãìåíòå ìíîãîîáðàçèÿ Meq. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, â ñëó÷àå ðèñ. (ã) äàííûåâåòâè è âîçíèêàþò, è çàêàí÷èâàþòñÿ ìÿãêèìè, ïðÿìîé è îáðàòíîé, ñîîòâåòñòâåííî, áè�óðêàöèèÿ-ìè Àíäðîíîâà�Õîï�à, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé z-ïàðàìåòðè÷åñêèé ñðåç ïðîõîäèò âûøå êðè-âîé HB ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 4.ïîäêðåïëåíî ðèñóíêàìè 2ã è 4à, ïîêàçûâàþùèìè, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Mlc, ñîòêàííîå èç ïðå-äåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïîäñèñòåìû, êàê íà÷èíàåòñÿ, òàê è çàêàí÷èâàåòñÿ ìÿãêèìè áè-�óðêàöèÿìè Àíäðîíîâà�Õîï�à, åñëè ïîëîæèòü a > 1.6. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùèé z-ïàðà-ìåòðè÷åñêèé ñðåç ïî-ïðåæíåìó ïåðåñåêàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ áè�óðêàöèîííóþ êðèâóþ AHäâàæäû â ïëîñêîñòè (a, z) ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (2) ïðè a = 1.6, íî ïðîõîäèò íåñêîëüêîâûøå áè�óðêàöèîííîé êðèâîé HB, îòâå÷àþùåé ñóùåñòâîâàíèþ ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëèñåäëà Os. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîé ñèòóàöèè íèæå ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ïðåîáðàçîâàíèÿêâàäðàòíûõ ïà÷åê èìïóëüñîâ â ïëàòîîáðàçíûå (ñì. ðèñ. 8).
ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 3. Ôàçîâûé ïîðòðåò áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2) ïðè z = 1 (ñëåâà). Óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåä-ëà Os ðàçäåëÿåò �àçîâóþ ïëîñêîñòü íà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà Ldè ãèïåðïîëÿðèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Oh. Ïðè a = 1 è óâåëè÷åíèè z ïðåäåëüíûé öèêë âëè-ïàåò â ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåòëþ ñåäëà. Ïåðèîä ïðåäåëüíîãî öèêëà ðàñòåò ëîãàðè�ìè÷åñêè îò (z−zh)ïðè ïðèáëèæåíèè åãî ê ñåäëîâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, ãäå zh ≃ 1.0856 (ñïðàâà).

�èñ. 4. Áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2) â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (z, a). ×å-ðåç AH , SN èHB îáîçíà÷åíû áè�óðêàöèîííûå êðèâûå, îòâå÷àþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, áè�óðêàöèÿìÀíäðîíîâà-Õîï�à, ñåäëî-óçëîâîé è ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåäëà. Òî÷êà BP áè�óðêàöèè Áàóòè-íà ðàçáèâàåò êðèâóþ AH íà ¾ìÿãêóþ¿ è ¾æåñòêóþ¿ âåòâè. Êðèâàÿ AH íà÷èíàåòñÿ èç òî÷êè BTêîðàçìåðíîñòè äâà (òàê íàçûâàåìàÿ òî÷êà Áîãäàíîâà�Òàêåíñà), ïðè êîòîðîé ïîäñèñòåìà (2) èìååòñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ äâóìÿ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè. Â äàííîé òî÷êå îáå ñêëàäêè íà Meqñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò, òàê ÷òî ìíîãîîáðàçèå òåðÿåò ãèñòåðåçèñ, ò. å. ñòàíîâèòñÿ ìîíîòîííûì ïî z.Ïðè a = 1 z-ïàðàìåòðè÷åñêèé ñðåç ïðîõîäèò ñðàçó ÷åðåç âñå òðè áè�óðêàöèîííûå êðèâûå, îäíàêîïîñëå òîãî êàê a ñòàíîâèòñÿ áîëüøå 1.213281, ñîîòâåòñòâóþùèé ñðåç íå âêëþ÷àåò ãîìîêëèíè÷å-ñêóþ áè�óðêàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäåëüíûé öèêë, ìÿãêî âîçíèêàþùèé èç äåïîëÿðèçîâàííîãîñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñòÿãèâàåòñÿ îáðàòíî â �îêóñ ïðè óâåëè÷åíèè z.3. Áè�óðêàöèÿ â ïîëíîé ìîäåëèÊîãäà ìàëûé ïàðàìåòð îòëè÷åí îò íóëÿ, z ñòàíîâèòñÿ ìåäëåííîé äèíàìè÷åñêîé ïå-ðåìåííîé, ñî ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ε. Â íàøèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ε áóäåòðàçóìíî ìàëûì. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîäåëè Õ� ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êàê ïî x,òàê è ïî z. Ëèíåéíîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ñâîéñòâîì ìîäåëè,õîòÿ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè áîëåå ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ åå äèíàìèêè. Ïîñêîëüêó ìåäëåííîåÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 31óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé y, òî ïëîñêîñòü s(x − x0) − z = 0 â òðåõìåðíîì �àçî-âîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ åå ìåäëåííîé íóëüêëèíîé, íà êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ z′ïî âðåìåíè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî z′ > 0 è z′ < 0 íàõîäÿòñÿ âûøå è, ñîîò-âåòñòâåííî, íèæå äàííîé ïëîñêîñòè. Âàðüèðóÿ áè�óðêàöèîííûé ïàðàìåòð x0, ìû îïóñêàåìèëè ïîäíèìàåì ìåäëåííóþ íóëüêëèíó z′ = 0 â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.3.1. Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿÊîîðäèíàòû ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè Õ� íå çàâèñèò îò ε, à èõ óñòîé÷èâîñòü çà-âèñèò. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè � ýòî òî÷êà, ãäå ìåäëåííàÿíóëüêëèíà z′ = 0 ïåðåñåêàåò îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Meq ïîêîÿ áûñòðîé ïîäñèñòåìû. Ñëå-äîâàòåëüíî, ìåíÿÿ ïàðàìåòð x0, ìû äâèãàåì ìåäëåííóþ íóëüêëèíó, è òåì ñàìûì âûíóæäàåìäâèãàòüñÿ âäîëü Meq, òàêèì îáðàçîì ¾ïîäñâå÷èâàÿ¿ èëè âû÷åð÷èâàÿ ýòî ìåäëåííîå ìíîãî-îáðàçèå. Äàííàÿ èäåÿ ïðîäîëæåíèÿ ïî ¾ñêàíèðóþùåìó¿ ïàðàìåòðó, ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿíà ðèñóíêå 5, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè æåëàåìîå ìíîãîîáðàçèå â ïîëíîé ñèñòåìå áåçïðåäøåñòâóþùåé äåêîìïîçèöèè íà áûñòðûå è ìåäëåííîå óðàâíåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä îñîáåí-íî öåíåí äëÿ ìíîãîìåðíûõ íåéðîííûõ ìîäåëåé ñ íåñêîëüêèìè âðåìåííûìè øêàëàìè, ãäåàäåêâàòíàÿ áûñòðî-ìåäëåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ ÷àñòî íåâîçìîæíà, äà è íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-ìîé. �ëàâíîå ÷òî íàì íóæíî � ýòî íàéòè ñàìîå ìåäëåííîå óðàâíåíèå â ìîäåëè, è âûáðàòüâ íåì ïîäõîäÿùèé áè�óðêàöèîííûé ïàðàìåòð äëÿ ñêàíèðîâàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ìåäëåííûõäâèæåíèé. Áîëåå òîãî, äëÿ äàííîé öåëè òàêîé ïàðàìåòð ìîæåò áûòü ââåäåí èñêóññòâåííî.

�èñ. 5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Meq ïîêîÿ è ìåäëåííîé íóëüêëèíû z′ = 0 äàåò ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ ìîäåëè XP ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèå áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà õ0. Â îêíàõ ïî-êàçàíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè ïðè ñêîëüæåíèè âäîëü Meqïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà x0.Äàëåå, ìû ðàññìîòðèì áè�óðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â ïîëíîé ìîäåëè è ðàçáå-ðåìñÿ, êàêèì îáðàçîì îíè ñîîòâåòñòâóþò áè�óðêàöèÿì â áûñòðîé ïîäñèñòåìå íà òîì æåìíîãîîáðàçèè Meq. Ìû áóäåì äâèãàòüñÿ âäîëü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè óìåíüøåíèè ïàðà-ìåòðà x0 îò 5 äî −2 (ñì. ðèñ. 5). Èòàê, ñíà÷àëà ìåäëåííàÿ íóëüêëèíà z′ = 0 ïåðåñåêàåò MeqÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



32 Ì.Êîëîìèåö, À.Øèëüíèêîââ òî÷êå ñëåâà îò òî÷êè AH. Çäåñü ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì �îêóñîìâ ïðîñòðàíñòâå (y, x). Âèäíî, ÷òî íà Meq z′ > 0 ëåâåå è z′ < 0 ïðàâåå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ,ò. å. ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â îãðàíè÷åíèè íà ìåäëåííîå ìíîãîîáðàçèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ óñòîé-÷èâûì ïî ïåðåìåííîé z, ñ ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ïîðÿäêà −ε.Ïðè óìåíüøåíèè x0, ñîîòâåòñòâóþùèì z îêîëî −11, ìåäëåííàÿ ïîäñèñòåìà (2) ïðå-òåðïåâàåò ìÿãêóþ áè�óðêàöèþ Àíäðîíîâà�Õîï�à. Ñèíõðîííî òî æå ñàìîå èìååò ìåñòîè â ïîëíîé ìîäåëè, êîãäà ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñîñòîÿíèÿ ðàâ-íîâåñèÿ ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü ñëåâà íàïðàâî. Îäíàêî ñëåäóþùèå äâå áè�óðêàöèè Àíäðî-íîâà�Õîï�à, îáîçíà÷åííûå ÷åðåç AH/SN íà ìåäëåííîì ìíîãîîáðàçèè Meq íà ðèñóíêå 5,ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò äàííîé, ïîñêîëüêó âîçíèêàþò çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ îáåèõ,áûñòðîé è ìåäëåííîé, ïîäñèñòåì ìîäåëè (1). Òàê, ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íà äðó-ãîé, ãèïåðïîëÿðèçîâàííîé âåòêå Meq ïðè x0 = −2.3. Îíî óñòîé÷èâîå, ñ òðåìÿ äåéñòâèòåëü-íûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, îäíî èç êîòîðûõ ïîðÿäêà −ε. Ïðè óâåëè÷åíèè x0 ñîñòîÿíèåðàâíîâåñèÿ äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè íèæíåé ñêëàäêè íà êðèâîé Meq, çàòåì ïðîõîäèò ÷åðåçíåå è ïîäûìàåòñÿ âûøå íà ñðåäíþþ ñåäëîâóþ âåòêó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íàïîìíèì, ÷òîäàííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñîõðàíÿåòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäëåííîé íóëüêëèíû z′ =
= 0 ñ ìíîãîîáðàçèåì Meq, â òî âðåìÿ êàê åãî óñòîé÷èâîñòü ìåíÿåòñÿ, êàê òîëüêî îíî ïðîõî-äèò ÷åðåç ñêëàäêó è ñòàíîâèòñÿ ñåäëîì ñ äâóìÿ ïîëîæèòåëüíûìè è îäíèì îòðèöàòåëüíûìñîáñòâåííûìè ïîêàçàòåëÿìè. Ïîñêîëüêó ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ íå èìååò ìåñòà â ïîë-íîé ìîäåëè (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íóëüêëèí ñîõðàíÿåòñÿ), òî âûáîð âîçìîæíûõ áè�óðêàöèéêîðàçìåðíîñòè îäèí ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóæàåòñÿ äî áè-�óðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�à. Â ñàìîì äåëå, íàïîìíèì, ÷òî ñêëàäêà ñîîòâåòñòâóåò ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â áûñòðîé ïîäñèñòåìå (2), êîãäà îäèí èç ïîêàçà-òåëåé ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èëè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, ïðî-õîäèò ÷åðåç íóëü. Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïîëíîé ïîäñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ,ñîîòâåòñòâåííî, êîðíÿìè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè x0¾áûñòðûé¿ îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óâåëè÷èâàåòñÿ íà ïîäõîäå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ñêëàä-êå, ñòàíîâÿñü ïîðÿäêà ìåäëåííîãî êîðíÿ êàê −ε, çàòåì îáà ñëèâàþòñÿ, �îðìèðóÿ êðàòíûéêîðåíü, è âïîñëåäñòâèè ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïî-ïðåæíåìó âå-ëè÷èíîé ïîðÿäêà ìàëîãî ïàðàìåòðà. Êîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïîäíèìàåòñÿ âûøå ñêëàä-êè, ýòà ïàðà ïåðåñåêàåò ìíèìóþ îñü íàïðàâî, ñëèâàåòñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè â äâîéíîéêîðåíü, êîòîðûé ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîëîæèòåëüíûå ìàëûé (èëè ìåäëåííûé) è áîëüøîé (áûñò-ðûé) ïîêàçàòåëè. Òàêîå ïðîñòîå ñåäëî èìååò îäèí îòðèöàòåëüíûé è äâà ïîëîæèòåëüíûõïîêàçàòåëÿ, ñóììà êîòîðûõ âñå æå îñòàåòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Òàêàÿ ñóììà, íàçûâàåìàÿ âòî-ðîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé, ïîòðåáóåòñÿ íàì ïðè îáñóæäåíèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áè�óðêàöèé.Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìåäëåííàÿ íóëüêëèíà ïðîõîäèò ÷åðåç ñêëàäêó, åäèíñòâåííîå ñîñòîÿ-íèå ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè ïðåòåðïåâàåò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûé òèï áè�óðêàöèè Àíäðîíî-âà�Õîï�à. Õàðàêòåð áè�óðêàöèè, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû, êîòîðàÿâîçíèêàåò èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ çíàêîì ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû, îöåíèâà-åìîé ïî ïðàâîé ÷àñòè áûñòðîé ïîäñèñòåìû (1) ìîäåëè Õ�, ò. å. íå çàâèñèò îò åå ìåäëåííîãîóðàâíåíèÿ [52℄. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òàêèå âûðîæäåííûå áè�óðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�àïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ñïåöèàëüíûõ ðåøåíèé, íàçûâàåìûõ ¾ðåøåíèÿ-óòêè¿ [69, 70, 71℄.3.2. Ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïðè ìàëîì εÔàçîâàÿ òî÷êà ìîäåëè Õ� ïðè ε = 0 ñõîäèòñÿ ê àòòðàêòîðó áûñòðîé ïîäñèñòåìû, êîòî-ðûì ÿâëÿåòñÿ åå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, èëè ïðåäåëüíûé öèêë. Êîãäà àòòðàêòîðÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 6. (à) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäëåííîé íóëüêëèíû z′ = 0 ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé 〈x〉 ñîîòâåò-ñòâóåò ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèþ óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ (5), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîêàçàíà ïðè òðåõðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà x0 (ñïðàâà). Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿóñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íà Mlc, âûòåêàåò èç îòðèöàòåëü-íîñòè íàêëîíà ãðà�èêà �óíêöèè 〈R〉 â ïåðåñå÷åíèè ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ. Îòñóòñòâèå íóëåé 〈R〉,êàê ïðè x0 = 1.42, îçíà÷àåò ãîòîâíîñòü ìîäåëè X� ãåíåðèðîâàòü ïà÷å÷íóþ àêòèâíîñòü.áûñòðîé ïîäñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì, òî îí çàâèñèò ãëàäêî îò z. Òà-êèì îáðàçîì, âàðüèðóÿ z, ìû ïîëó÷èì ãëàäêîå ïðèòÿãèâàþùèå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå,êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ èëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ Meq, ñîáðàííàÿ èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé,èëè äâóìåðíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Mlc, îáðàçîâàííàÿ óñòîé÷èâûìè ïðåäåëüíûìèöèêëàìè áûñòðîé ïîäñèñòåìû (2). Áîëåå òîãî, òàêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûììíîãîîáðàçèåì ñèñòåìû, ñîõðàíÿþùèìñÿ ïðè íåíóëåâîì ε = 0. Ôàçîâàÿ òî÷êà ñèíãóëÿðíîâîçìóùåííîé áûñòðî-ìåäëåííîé ñèñòåìû ïðè 0 < ε ≪ 1 âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:çà êîíå÷íîå âðåìÿ îíà äîñòèãàåò ìàëîé îêðåñòíîñòè óêàçàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òàê ÷òîåå z-êîìïîíåíòà îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé. Ïîòîì îíà ìåäëåííî äâèæåòñÿ âäîëüìíîãîîáðàçèÿ ñî ñêîðîñòüþ ïîðÿäêà ε ïî z. Êîãäà �àçîâàÿ òî÷êà ïðèáëèæàåòñÿ ê ìíîãîîá-ðàçèþ Mlc, îíà íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ âîêðóã íåãî. Ìåäëåííîå äâèæåíèå âäîëü Meq ëèáî îãðà-íè÷åíî óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ íà íåì, ëèáî �àçîâàÿ òî÷êà äîñòèãàåò ñêëàäêè,îòêóäà îíà ïîïàäàåò íà öèëèíäðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mlc. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ω-ïðåäåëü-íûì ìíîæåñòâîì äëÿ âûõîäÿùèé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-óçëà áûñòðîé ïîäñèñòåìû íà ñêëàäêå.Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü äèíàìèêó �àçîâîé òî÷êè âáëèçè öèëèíäðè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-çèÿ Mlc(ε), ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî óðàâíåíèå x = φ(t; z) ïðåäåëüíîãî öèêëà ïåðèîäàÒ(z) áûñòðîé ïîäñèñòåìû ïðè äàííîì çíà÷åíèè z. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî óðàâíåíèå â ïðàâóþ ÷àñòüìåäëåííîãî óðàâíåíèÿ è óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå çà ïåðèîä ïðåäåëüíîãî öèêëà, ìû ïîëó÷àåìóñðåäíåííîå óðàâíåíèå
z′ = ε〈R(x)〉 ≡ ε

T (z)

∫ T (z)

0
R(z, φ(t; z))d t, (4)èëè, â íàøåì ëèíåéíîì ñëó÷àå,

z′ = ε(4(〈x〉 − x0) − z). (5)Äàííîå óðàâíåíèå äàåò ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε äëÿ ýâîëþöèè ìåäëåííîé êîì-ïîíåíòû �àçîâîé òî÷êè âáëèçè òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mlc [48℄. Ïîñêîëüêó �îðìà êðè-âîé 〈x〉 èç (3) èçâåñòíà (ñì. òàêæå ðèñ. 2), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðàâóþ ÷àñòü óñðåäíåííîãîÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 7. Òðåõìåðíàÿ âåðñèÿ ðèñóíêà 6à. Ñèíÿÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì òÿæåñòè óñòîé÷èâîé ïåðèî-äè÷åñêîé îðáèòû íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mlc. Îíà íàõîäèòñÿ â ïåðåñå÷åíèè íóëüêëèíû z′ = 0è ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé 〈x〉, ñîåäèíÿþùåé ïåðâè÷íóþ áè�óðêàöèþ Àíäðîíîâà�Õîï�à ñ ãîìî-êëèíè÷åñêîé. Ôàçîâàÿ òî÷êà, âðàùàÿñü âîêðóã Mlc, ñäâèãàåòñÿ â íàïðàâëåíèè (îò) ãîìîêëèíè÷åñêî-ãî êðàÿ âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ, êîãäà íàõîäèòñÿ âûøå (íèæå) âûäåëåííîé ïëîñêîñòè� íóëüêëèíû z′ =

= 0. Êîãäà ïðîòèâîïîëîæíûå ñèëû êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà çà ïîëíûé îáîðîò òî÷êè, â ñðåäíåìçà ïåðèîä îáðàùåíèÿ îíà îñòàåòñÿ íà ìåñòå � íà òîé æå ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå íà ìíîãîîáðàçèè.óðàâíåíèÿ íå àíàëèòè÷åñêè, à ãðà�è÷åñêè. �ðà�èê ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè 〈R〉 ïîêàçàííà ðèñóíêå 6.Ëåãêî âèäåòü èç ýòîãî ðèñóíêà, ÷òî êîãäà 〈R〉 èìååò ïðîñòîé íóëü, ò. å. åå ãðà�èê ïåðå-ñåêàåò ãîðèçîíòàëüíóþ îñü òðàíñâåðñàëüíî ñâåðõó âíèç, òîãäà ìîäåëü Õ�, ñîîòâåòñòâåííî,èìååò åäèíñòâåííóþ, óñòîé÷èâóþ (è ïî ïåðåìåííîé z) ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó íà ìíîãîîáðà-çèè Mlc. Åå ïîëîæåíèå çàâèñèò îò òîãî, ãäå ìåäëåííàÿ íóëüêëèíà z′ = 0 ïåðåñåêàåò ìíîãîîá-ðàçèå, òî÷íåå, åãî óñðåäíåííóþ âåòâü, îáîçíà÷åííóþ êàê 〈x〉, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íà êîòîðîéñîîòâåòñòâóåò ¾öåíòðó òÿæåñòè¿ èñêîìîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû. Ìåíÿÿ x0, ìû ïðîâîäèìðàçíûå ñðåçû ìåäëåííîé íóëüêëèíîé z′ = 0 ÷åðåç Mlc, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàõîäèì ïåðèî-äè÷åñêóþ îðáèòó â ðàçíûõ ïîçèöèÿõ íà ìíîãîîáðàçèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7. Êîãäàîðáèòà îòäåëåíà îò ¾ãîìîêëèíè÷åñêîãî êðàÿ¿, îíà óñòîé÷èâà è ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷å-ñêèì òîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì â ìîäåëè Õ�.Ìû õîòåëè áû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âåòâü 〈x〉 ñîåäèíÿåò òî÷êè, îòâå÷àþùèå áè�óðêàöèÿìÀíäðîíîâà�Õîï�à è îáðàçîâàíèÿ ïåòëè ñåäëà â áûñòðîé ïîäñèñòåìå, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìå-åò ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè áû ìåäëåííîå óðàâ-íåíèå íå áûëî ëèíåéíûì, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé âåòâè è ìåäëåííîé íóëüêëèíû z′ = 0íå áûëà áû áîëüøå öåíòðîì òÿæåñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Òàêæåçàìåòèì, ÷òî ïðîñòîå ¾êðóãëîå¿ ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ìîäåëè Õ� íàõîäèòñÿ âáëèçè ìíî-ãîîáðàçèÿ Mlc, ïîëó÷åííîãî èç åå áûñòðîé ïîäñèñòåìû. Åãî ïîëîæåíèå íà Mlc çàâèñèò îò x0,è ïîòîìó, ìåíÿÿ x0, ìû çàñòàâëÿåì ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó äâèãàòüñÿ âäîëü Mlc. Òàêèì îá-ðàçîì, èñêîìîå òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïàðàìåòðè÷åñêè â ïîëíîéñèñòåìå ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, áåç ðàñùåïëåíèÿ ìîäåëèíà áûñòðûå è ìåäëåííûå ïåðåìåííûå â ïðåäåëå ε = 0.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 354. Îáðàçîâàíèå ïà÷åêÌîäåëü Õ� èìååò îäíó èç òèïè÷íûõ êîí�èãóðàöèé ìíîãîîáðàçèé ìåäëåííûõ äâèæåíèéäëÿ êâàäðàòíûõ ïà÷å÷íûõ êîëåáàíèé [16, 36, 37, 38, 20℄. Îíà âêëþ÷àåò Z-îáðàçíóþ õàðàê-òåðèñòèêó äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mlc ïîêîÿ (ñì. ðèñ. 1). Åãî íèæíÿÿ óñòîé÷èâàÿ âåòâü ñîîòâåò-ñòâóåò ãèïåðïîëÿðèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ íåéðîíà. Åãî âåðõíÿÿ (äåïîëÿðèçîâàííàÿ) âåòâüíåóñòîé÷èâà â äàííîé êîí�èãóðàöèè, ïîñêîëüêó îêðóæåíà òîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Mlc,ñîñòîÿùèì èç ïðåäåëüíûõ öèêëîâ áûñòðîé ïîäñèñòåìû. Ýòî ìíîãîîáðàçèå çàêàí÷èâàåòñÿâ áûñòðîé ïîäñèñòåìå ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèåé. �àçíåñåííûå ïî z ãèïåðïîëÿðèçî-âàííàÿ ñêëàäêà è ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ ñîçäàþò ãèñòåðåçèñ â áûñòðîé ïîäñèñòå-ìå, íåîáõîäèìûé äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ïà÷åê â ïîëíîé ìîäåëè. Â ïà÷å÷íîì ðåæèìå �àçîâàÿòî÷êà ïåðåêëþ÷àåòñÿ ïîî÷åðåäíî ìåæäó òîíè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì Mlc è ìíîãîîáðàçèåìïîêîÿ Meq, êîãäà îíà äîõîäèò äî ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâ ìíîãîîáðàçèé, ò. å. äî ñêëàäêè èëèäî ãîìîêëèíèêè. Ïîìèìî ãèñòåðåçèñà, äðóãèì íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ãåíåðàöèè ïà÷åêâ ìîäåëè (1) ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíîñòü îáîèõ ìíîãîîáðàçèé, à èìåííî: íà íèõ íå äîëæíî áûòüóñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Â äàííîé ìîäåëè ïîñëåäíååóñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ìåäëåííàÿ íóëüêëèíà z′ = 0 ïåðåñåêàåò ìíîãîîáðàçèå Meq â åãîñðåäíåé, ñåäëîâîé âåòêå, íèæå òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mlc. Òàêèì îáðàçîì, áûñòðûéïðûæîê ñ íèæíåé ñêëàäêè íà Meq ââåðõ íà Mlc îçíà÷àåò íà÷àëî àêòèâíîé �àçû ïà÷êè,çàêàí÷èâàþùèéñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì êðàåì òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñëå ÷åãî �àçîâàÿòî÷êà âîçâðàùàåòñÿ íà ãèïåðïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó [12, 13, 14, 17, 18℄.Â ñëó÷àå, êîãäà åñòü óñòîé÷èâîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè,ñîõðàíÿþùååñÿ äî åãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî êðàÿ (ñì. ðèñ. 7), ìîäåëü Õ� ãåíåðèðóåò òîíè÷å-ñêèå êîëåáàíèÿ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, áåñêîíå÷íî äëèííûå ïà÷êè. Òåïåðü îáñóäèì, êàêèìîáðàçîì òîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òðàíñ�îðìèðóþòñÿ â ïà÷êè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà x0.ßñíî, ÷òî ýòî ñâÿçàííî ñ ìåõàíèçìàìè èñ÷åçíîâåíèÿ ïðîñòîãî óñòîé÷èâîãî öèêëà íà ìíîãî-îáðàçèè Mlc. ×èñëî ñïàéêîâ â ïà÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì îáîðîòîâ �àçîâîé òî÷êè, êîòîðûåîíà äåëàåò âîêðóã òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñëå åå ïðûæêà ñ ãèïåðïîëÿðèçîâàííîé âåò-êè è äî òîãî, êàê îíà äîñòèãíåò ãîìîêëèíè÷åñêîãî êðàÿ òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äðóãè-ìè ñëîâàìè, ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïà÷êè (èëè åå àêòèâíîé �àçû) ìîæåò áûòü îöåíåíà ÷åðåçóñðåäíåííîå óðàâíåíèå (5). Âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå ãðà�èê �óíêöèè 〈R〉 ê ãîðèçîíòàëüíîéîñè â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè, òåì áîëüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïà÷êè è,ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ñïàéêîâ â íåé. Ôàêòè÷åñêè, ëèíåéíîñòü ìåäëåííîãî óðàâíåíèÿ ìîäå-ëè íå äàåò ý��åêòèâíîãî êîíòðîëÿ çà äëèíîé ïà÷êè, êðîìå ãåîìåòðè÷åñêîãî, âûðàæåííî-ãî â íåîáõîäèìîñòè äåðæàòü íåáîëüøîé çàçîð ìåæäó âåòêîé 〈x〉 è ïëîñêîñòüþ, ìåäëåííîéíóëüêëèíîé z′ = 0.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ¾àëüòåðíàòèâíûé¿ ìåõàíèçì óâåëè÷åíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòèïà÷åê çà ñ÷åò ñìåíû èõ �îðìû íà ïëàòîïîäîáíûå, ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå 8. Ýòî äîñòèãà-åòñÿ íå â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áûñòðîé è ìåäëåííîé ïîäñèñòåìàìè ìîäåëè,à èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷åò íåòðàíñâåðñàëüíîñòè áè�óðêàöèé â áûñòðîé ïîäñèñòåìå. Íàïîì-íèì ïðî ðèñóíîê 2, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî òåðìèíàëüíûå �àçû òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-çèÿ Mlc ìîãóò ìåíÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé áûñòðîé ïîäñèñòåìû. Òàê, ïðè a = 1,
Mlc çàêàí÷èâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ïåòëåé ñåäëà, â òî âðåìÿ êàê ïðè a = 1, 66� îáðàòíîéìÿãêîé áè�óðêàöèåé Àíäðîíîâà�Õîï�à Ñîîòâåòñòâåííî, ïëàòîïîäîáíûå ïà÷êè ïðèáëèçè-òåëüíî â äâà ðàçà äëèííåå êâàäðàòíûõ ïà÷åê. Äàííûé àðòå�àêò ïåðåñòðîéêè äèíàìèêèáûñòðîé ïîäñèñòåìû ìîäåëè Õ� ÷àñòî èíòåðïðåòèðóåòñÿ áîëåå ãëîáàëüíî, êàê ðåçóëüòàòòîðìîçÿùåãî ñèíîïòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, âîçíèêàþùåãî â ïàðå èç òàêèõ íåéðîíîâ [22℄.Áîëåå òîãî, â ìîìåíò êàñàíèÿ ìîæíî íàáëþäàòü õàîòè÷åñêîå ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó îáîèìèÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 8. Êâàäðàòíûå ïà÷êè ïðåâðàùàþòñÿ â ïëàòîïîäîáíûå, ïîñëå òîãî êàê òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðà-çèå Mlc ñòàíîâèòñÿ êàñàòåëüíûì ê ñåäëîâîé âåòêå ìíîãîîáðàçèÿ Meq è çàêàí÷èâàåòñÿ â ðåçóëüòàòåîáðàòíîé áè�óðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîï�à íà åå äeïîëÿðèçîâàííîé âåòêå. Ôîðìà ïà÷åê è èõ ïðî-äîëæèòåëüíîñòü â ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçâåðòêå ìåíÿþòñÿ õàîòè÷åñêè â ìîìåíò òðàíñ�îðìàöèè. Çà-ìåòèì, ÷òî �àçîâàÿ òî÷êà ìîæåò çàòÿãèâàòüñÿ âäîëü ñåäëîâîé âåòêè Meq ïîñëå ãîìîêëèíè÷åñêîéáè�óðêàöèè äî âåðõíåé ñêëàäêè.òèïàìè ïà÷åê. Òàê, �àçîâàÿ òî÷êà, ïîäîéäÿ ê ãîìîêëèíè÷åñêîì êðàþ ìíîãîîáðàçèÿ Mlc, ìî-æåò çàòÿíóòüñÿ âäîëü ñåäëîâîé âåòêè Meq âêëþ÷èòåëüíî äî åå âåðõíåé äåïîëÿðèçîâàííîéñêëàäêè. Äâèãàÿñü âäîëü íåå, îíà ìîæåò ñïîðàäè÷åñêè ñðûâàòüñÿ ñ íåå, êàê âíèç íà ãè-ïåðïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó Meq, ñãåíåðèðîâàâ òåì ñàìûì êâàäðàòíóþ ïà÷êó, òàê è ââåðõíà äåïîëÿðèçîâàííóþ âåòêó, ïîðîäèâ ïëàòîîáðàçíóþ ïà÷êó. Òàêîé òèï ïîâåäåíèÿ òàêæå àñ-ñîöèèðóåòñÿ ñ ¾ðåøåíèÿìè-óòêàìè¿, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ, çàòÿãèâàþùèåñÿíåíîðìàëüíî äîëãî ïî íåóñòîé÷èâîé âåòêå ìåäëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ñèíãóëÿðíî-âîçìó-ùåííîé ñèñòåìå.5. Ìåäëåííîå îòîáðàæåíèå ÏóàíêàðåÂ ýòîé ÷àñòè è íèæå ìû ðàññìîòðèì ïåðåõîäû îò òîíè÷åñêîé àêòèâíîñòè ìîäåëè ê ãåíå-ðèðîâàíèþ êâàäðàòíûõ ïà÷åê èìïóëüñîâ è èçó÷èì ãëîáàëüíûå áè�óðêàöèè, êîòîðûå ëåæàòâ îñíîâå òàêèõ ïåðåõîäîâ. Èõ îñîáåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïðîèñõîäÿò â äîñòàòî÷íîóçêîì îêíå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ, ãäå íàáëþäàåòñÿ õàîñ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîíèìàíèÿïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà íàì ïîòðåáóþòñÿ èíñòðóìåíòàðèé, áîëåå ïðîäâèíóòûé, ÷åìóñðåäíåííîå óðàâíåíèå (5). Òàêîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå õîðîøî îáúÿñíÿåò óñòîé÷èâîñòüè ëîêàëüíûå áè�óðêàöèè, ïîäîáíûå ñåäëî-óçëîâûì äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé íà ìíî-ãîîáðàçèè Mlc, íî ñòàíîâèòñÿ áåñïîëåçíûì äëÿ äðóãèõ áè�óðêàöèé, âêëþ÷àÿ óäâîåíèÿ ïåðè-îäà. Ìû ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ýòî óñðåäíåííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñêîíâåðòèðîâàíîâ ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ àíàëèçà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 37ïåðèîäà. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿþòñÿ ý��åêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ èçó÷åíèÿ ëþáûõíåëîêàëüíûõ áè�óðêàöèé, âêëþ÷àÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå. Â áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåìàõ òà-êîå îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ íåñêîëüêèõ �ðàãìåíòîâ, îïèñûâàþùèõðàçëè÷íûå ñòàäèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, à òàêæå áûñòðûå ïðûæêè ìåæäó ìåäëåííûìè�àçàìè. Òàê, îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìåäëåííîìó äâèæåíèþ îêîëî òîíè-÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ (5), â òî âðåìÿ êàêîòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå áûñòðîìó ïðûæêó, îïèñûâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïî-ðÿäêà ïî ε ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ áûñòðîé ïîäñèñòåìû ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ìàëîãîïàðàìåòðà z∗, ñîîòâåòñòâóþùåì ïðûæêó. Òàêàÿ êîìáèíèðîâàííàÿ òåõíèêà, â ÷àñòíîñòè, äî-ñòàòî÷íî áëèçêà ê èñïîëüçóåìîé ïðè èçó÷åíèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ áè�óðêàöèé [64, 65℄, à òàê-æå áè�óðêàöèè êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà â áûñòðî-ìåäëåííûõ ñèñòåìàõ [66℄. Îïðåäåëèìîòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå íà íåêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, òðàíñâåðñàëüíîé ê òðàåêòîðèÿìñèñòåìû âáëèçè Mlc. Òàêîå îòîáðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
zn+1 = zn + ε〈R(zn, x0)〉T (z) + o(ε), (6)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ, �îðìàëüíî ãîâîðÿ, óñðåäíåííûì óðàâíåíèåì (5), ïåðåïèñàííûì â �îðìåðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ âðåìåííûì øàãîì, ðàâíûì ïåðèîäó ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íà ìíî-ãîîáðàçèè Mlc íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè äàííîì z. �àññìîòðèì ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ(6). Ïåðâîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì: åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò íóëþ óæåèçâåñòíîé �óíêöèè 〈R〉, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 6, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîîòâåòñòâóåòïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ ìîäåëè íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mlc. Ñëåäóþùåå: ãðà�èêîòîáðàæåíèÿ çàâèñèò, ïîìèìî 〈R〉, îò ïåðèîäà T (z) è ìàëîãî ïàðàìåòðà ε. Íî ýòè ïàðàìåòðûíå îïðåäåëÿþò óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê. ×òî êàñàåòñÿ ïåðèîäà T (z), òî èçâåñòíî,÷òî îí ðàñòåò êàê − ln(zh−z) (ñì. ðèñ. 3) ïðè ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ê ãî-ìîêëèíè÷åñêîé ïåòëå ñåäëà ïðè z = zh, ò. å. ê êîíöó òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ðèñ. 9ïîêàçàíî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ ìîäåëè Õ� ïðè ε = 0, 01. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ íàìíóæíû ðàíåå ïîëó÷åííûå äàííûå îá óñðåäíåííîé �óíêöèè 〈R〉 èç ðèñ. 7, à òàêæå çíàíèåçàâèñèìîñòè ïåðèîäà Ò(z) öèêëà îò z âáëèçè ãîìîêëèíèêè èç ðèñ. 3. Äðóãèìè ñëîâàìè,óìíîæàåì 〈R〉 íà T , ìàñøòàáèðóåì íà ε, è ïîëó÷åííûé ãðà�èê ïîâîðà÷èâàåì íà 45 ãðàäó-ñîâ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òîãäà ïîëó÷àåì èñêîìîå îòîáðàæåíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 9.Ýòîò ðèñóíîê ïîêàçûâàåò ýâîëþöèþ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåò-ðà x0 îò −0.5 äî −0.1. Åãî óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîíè÷åñêîéàêòèâíîñòè, òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Íåïîäâèæ-íàÿ òî÷êà íà ãðà�èêå ñ ïî÷òè âåðòèêàëüíûì íàêëîíîì äîëæíà èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê�îðìèðîâàíèå ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëà ïðè ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè. Ïîñêîëüêó ïå-ðèîä T (z) öèêëà ðàñòåò ëîãàðè�ìè÷åñêè áûñòðî, â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèå 〈R〉 îñòàåòñÿîòðèöàòåëüíûì âïëîòü äî ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè ïðè z = zh, òî ãðà�èê îòîáðàæå-íèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êðèâîé. Áëàãîäàðÿ ýòîìó íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòüâ ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðè óâåëè÷åíèè åå z-êîîðäèíàòû â ñòîðîíó ãî-ìîêëèíè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ zh. Ñðàçó ïîñëå ïåðâîé áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà ìîäåëüíà÷èíàåò ãåíåðèðîâàòü ñïàéêè äóïëåòàìè, ïîòîì êâàäðóïëåòàìè, è ò. ä., ïðåæäå ÷åì åå äè-íàìèêà ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêîé, ÷òî âûðàæàåòñÿ ïîÿâëåíèåì ïà÷åê ñ íåïðåäñêàçóåìûì ÷èñ-ëîì ñïàéêîâ â êàæäîé. Ýòî ÷èñëî çàâèñèò îò òîãî, êàê áëèçêî �àçîâàÿ òî÷êà ïîäõîäèòê íåïîäâèæíîé òî÷êå îòîáðàæåíèÿ (è ¾çàâèñàåò¿ ðÿäîì ñ íåé). Êàñêàä óäâîåíèÿ ïåðèîäà,ïîëíûé èëè íåò, ïðåäøåñòâóþùèé ãîìîêëèíè÷åñêèì áè�óðêàöèÿì ñåäëà, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷-íûì ÿâëåíèåì ïðè ïåðåõîäå îò òîíè÷åñêîé ê ïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè â íåéðîííûõ ìîäåëÿõâ êàòåãîðèè êâàäðàòíûõ ïà÷åê [3, 36, 31, 57, 24℄.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 9. Îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ x0 = −0.5; −0.8; −0.9; −0.1; çäåñü äëÿ âèçóàëüíûõ öåëåé ε = 0, 1.Åãî óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò òîíè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå. Íåïîäâèæíàÿòî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ÷åðåç áè�óðêàöèþ óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïðè ïðèáëèæåíèè ê âåðòèêàëü-íîìó ñåãìåíòó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëå ñåäëà, ãäå ïåðèîä òîíè÷åñêîé îðáèòûñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì â ïðåäåëå z → zh.6. �îìîêëèíè÷åñêèå áè�óðêàöèè ñåäëàÊàê ìû óæå îòìåòèëè ðàíåå, ìåõàíèçì �îðìèðîâàíèÿ êâàäðàòíûõ ïà÷åê, íàçûâàå-ìûé ¾ñêëàäêà/ãîìîêëèíèêà¿, íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ �îðìèðîâàíèåì ïåòëè ñåïàðàòðèñû ñåäëàâ áûñòðîé ïîäñèñòåìå ìîäåëè Õ� ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè zh. Àíàëîãè÷íàÿ áè�óðêàöèÿèìååò ìåñòî òàêæå è â ïîëíîé ìîäåëè äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ x0, ïðè êîòîðîì ìåäëåí-íàÿ íóëüêëèíà ïðîõîäèò ÷åðåç äàííîå ñåäëî íà ñðåäíåé âåòêå ìíîãîîáðàçèÿ Meq. Ýòîò òèïãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè êîðàçìåðíîñòè äâà íàçûâàåòñÿ orbit-�ip, èëè ñìåíà âåäóùå-ãî íàïðàâëåíèÿ [65℄. Åå áè�óðêàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ïîäîáíà äðóãîé ãîìîêëèíè÷åñêîé áè-�óðêàöèè (íàçûâàåìîé in
lination-swit
h) ïðè ñìåíå çíàêà ñåäëîâîé âåëè÷èíû â ìîìåíòãîìîêëèíèêè. Ìåòîäû è ðåçóëüòàòû èç [80, 81, 83, 84, 85℄ ìîãóò áûòü òàêæå ïåðåíåñåíûè íà ñëó÷àé áûñòðûõ-ìåäëåííûõ ñèñòåì. Îñîáåííîñòüþ òàêîé ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêà-öèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ñîïðîâîæäàåòñÿ áè�óðêàöèÿìè óäâîåíèÿ ïåðèîäà è ïîÿâëåíèåìáîëåå ñëîæíûõ ãîìîêëèíèê, à òàêæå âîçíèêíîâåíèåì õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè âáëèçè èñõîä-íîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû, êîòîðàÿ, �àêòè÷åñêè, âûçûâàåò ïåðåõîä îò ïåðèîäè÷åñêîé òîíè÷å-ñêîé àêòèâíîñòè ê ïà÷å÷íîé â ìîäåëè Õ� è äðóãèõ ïîäîáíûõ íåéðîííûõ ìîäåëÿõ. Íà÷íåìñ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ ε = 0, ãäå óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ¾ñòàíîâèòñÿ¿ ãîìîêëèíè÷å-ñêîé ïåòëåé ñåäëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó ïåòëÿ óñòîé÷èâà, òî ñóììà õàðàê-òåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñåäëà −λ1 < 0 è λ2 > 0, íàçûâàåìàÿ â ïëîñêîì ñëó÷àå ñåäëîâîéâåëè÷èíîé σ1 = −λ1 + λ2, äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíîé, è ñåäëîâîé èíäåêñ ν = λ1/λ2 �áîëüøå åäèíèöû [43, 44℄. Áè�óðêàöèè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà âáëèçè ïåòëè òàêîãî ñî-ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 10. Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé 〈x〉 ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé îò ïàðàìåòðà x0, ïîêàçàííàÿâ ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè 〈z〉-êîîðäèíàò äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ìàëîãî ïàðàìåòðà: ε = 0.001 (à),
ε = 0.004 (á ), ε = 0.008 (â) è ε = 0.0127 (ã). Âîçíèêíîâåíèå ñêëàäêè íà 〈x〉 ìîãëî áûòü ïðîèí-òåðïðåòèðîâàíî êàê ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ öèêëîâ. Íà ñàìîì æå äåëå ýòà èëëþçèÿ ïðîåêöèèêðèâîé 〈x〉 íà ïëîñêîñòü (x, z) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî 〈x〉 âõîäèò â ñåäëî âäîëü íàïðàâëåíèÿ, êàñà-òåëüíîãî ìíîãîîáðàçèþ Meq.ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èçó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî îäíîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

x = µ + Axν (7)ñ óñëîâèåì A > 0 â ñëó÷àå íà ïëîñêîñòè; çäåñü µ ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì � òèïà ðàç-íèöû z − zh âáëèçè ïåòëè ñåïàðàòðèñû.Å.À.Ëåîíòîâè÷ [86℄ ïîêàçàëà, ÷òî êîãäà ñåäëî íå ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûì, ò. å. åãî ñåä-ëîâàÿ âåëè÷èíà σ îòëè÷íà îò íóëÿ, òî ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ êîðàçìåðíîñòè îäèíïîðîæäàåò åäèíñòâåííûé óñòîé÷èâûé öèêë íà ïëîñêîñòè. Ýòîò öèêë áóäåò óñòîé÷èâûì,åñëè σ < 0, êàê â áûñòðîé ïîäñèñòåìå (2), èëè îí áóäåò íåóñòîé÷èâûì â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå. �àññìîòðèì ñåäëî â ïîëíîé ìîäåëè, êîãäà ìàëûé ïàðàìåòð ε îòëè÷åí îò íóëÿ. Çäåñüê ¾áûñòðîìó¿ ïîëîæèòåëüíîìó ïîêàçàòåëþ λ2 ñåäëà äîáàâëÿåòñÿ åùå îäèí, ïîðÿäêà ε. Òà-êîå ñåäëî èìååò òîïîëîãè÷åñêèé òèï (1, 2), ò. å. ó íåãî åñòü îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå è äâó-ìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Ë.Ï.Øèëüíèêîâ [87℄ ïîêàçàë, ÷òî â ðåçóëüòàòå ãîìî-êëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè ïðîñòîãî ñåäëà ðîæäàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà,åñëè ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà îòðèöàòåëüíà. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà σ îïðå-äåëÿåòñÿ êàê ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñåäëà, áëèæàéøèõ ê ìíèìîé îñè, ñî-îòâåòñòâóþùèõ òàê íàçûâàåìûì âåäóùèì íàïðàâëåíèÿì. Åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà, òî äëÿðîæäåíèÿ åäèíñòâåííîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû èç ïåòëè ñåäëà òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ äâóõÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



40 Ì.Êîëîìèåö, À.Øèëüíèêîâäîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé: 1) îäíîìåðíàÿ ñåïàðàòðèñû âîçâðàùàåòñÿ ê ñåäëó â âäîëü âåäó-ùèõ íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïîêàçàòåëåìè, áëèæàéøèìè ê íóëþ; 2) òàê íàçûâàåìàÿñåïàðàòðèñíàÿ âåëè÷èíà A îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: íàïðèìåð, â ìîìåíò ïåòëè ñåäëà â R3, çàìûêàíèå äâóìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãîìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîð�íî öèëèíäðó, åñëè A > 0, ëèáî ëèñòó Ì�åáèóñà, åñëè A < 0. Ýòîâëå÷åò òàêæå, ÷òî ïîÿâèâøàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà èìååò ëèáî ïîëîæèòåëüíûå, ëèáîîòðèöàòåëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû. Â ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç óñëîâèé âûøå íå âûïîëíÿþòñÿ,áè�óðêàöèÿ ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé è åå êîðàçìåðíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Òà-êèå âûðîæäåííûå ãîìîêëèíè÷åñêèå áè�óðêàöèè ðàññìîòðåíû â [65℄. Çàìåòèì òàêæå, ÷òîãîìîêëèíè÷åñêèå áè�óðêàöèè â ñëó÷àå ðåçîíàíñíîãî ñåäëà ñîäåðæàò òàêæå ñåäëî-óçëîâûåáè�óðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò [80, 81, 88, 89℄.
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�èñ. 11. Ñòàäèè ýâîëþöèè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ñåäëà, ëåæàùåé ïðè ε = 0 â ïëîñêîñòè (x, y),ïðè óâåëè÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε îò 0 äî 0.0127. Ïåòëÿ ñåïàðàòðèñû ïðåòåðïåâàåò ñìåíó âåäóùåãîíàïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ êàñàòåëüíûì ñåäëîâîé âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ Meq ïîêîÿ.ßñíî, ÷òî ïðè 0 < ε ≪ 1 âåäóùåå óñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå ñåäëà ìåíÿåòñÿ òàê, ÷òîíåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà íà÷èíàåò âîçâðàùàòüñÿ â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âäîëü ñåäëîâîéâåòêè ìíîãîîáðàçèÿ Meq. �èñóíêè 10 è 11 ïîêàçûâàþò ñòàäèè òðàíñ�îðìàöèè ãîìîêëèíè÷å-ñêîé ïåòëè ïðè óâåëè÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà. Îò÷åòëèâî âèäíî, ÷òî âåäóùåå íàïðàâëåíèåñòàíîâèòñÿ êàñàòåëüíûì ê ìíîãîîáðàçèþ Meq íà ðèñóíêå 10, ãäå âîçíèêíîâåíèå ñêëàäêè ìî-æåò áûòü íåâåðíî ñâÿçàíî ñ ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèåé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ïðè ïîäõîäåê ïåòëå ñåïàðàòðèñû.Ïðèìåíèì óêàçàííóþ òåîðåìó Ë.Ï.Øèëüíèêîâà äëÿ ìîäåëè Õ�. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðå-äåëèòü óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû, âîçíèêàþùåé èç ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè, ðàñ-ñìîòðèì ñèñòåìó â îáðàòíîì âðåìåíè. Â îáðàòíîì âðåìåíè ñåäëî èìååò òîïîëîãè÷åñêèéòèï íå (1, 2), à (2, 1) òî åñòü ó íåãî åñòü äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå è îäíîìåð-íûå íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû, îäíà èç êîòîðûõ âîçâðàùàåòñÿ â ñåäëî âäîëü ìíîãîîá-ðàçèÿ Meq. Ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëà åñòü σ = λ1 − ε > 0; áîëåå òîãî, âòîðàÿ ñåäëîâàÿâåëè÷èíà σ2 = σ − λ2 > 0. Òàêèì îáðàçîì, áè�óðêàöèÿ ýòîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû ïîðîæäà-åò ñåäëîâóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó â îáðàòíîì âðåìåíè, êîòîðàÿ òàêæå îñòàåòñÿ ñåäëîâîéè â ïðÿìîì âðåìåíè. Òîãäà ìû çàäàåìñÿ âîïðîñîì: êàêèì îáðàçîì ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáè-òà, óñòîé÷èâàÿ âäàëè îò ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè, ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé ïðè ïîäõîäå ê íåé?Èç ðèñóíêà 10 âèäíî, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíåé âåòêè 〈x〉 ñ ìåäëåííîé íóëüêëèíîéÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 41ñîõðàíÿåòñÿ íà âñåì ïóòè äî ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè. Ýòî èñêëþ÷àåò ñåäëî-óçëîâóþáè�óðêàöèþ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò â ìîäåëè. Òîãäà âûáîð ñóæàåòñÿ äî áè�óðêàöèè óäâî-åíèÿ ïåðèîäà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ïîäòâåðæäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå(ñì. ðèñ. 8). Ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâàÿ ¾òîíè÷åñêàÿ¿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà òåðÿåò ñâîþóñòîé÷èâîñòü çà ñ÷åò áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà â òîò ìîìåíò, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íà 〈x〉 îïóñêàåòñÿ íèæå ñêëàäêè íà ðèñóíêå 10.Ïîâòîðÿÿ òå æå àðãóìåíòû, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íîâàÿ óñòîé÷èâàÿ îðáèòà ïå-ðèîäà 2 òàêæå íå ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèåé èç-çà çíàêà ñåäëîâîé âåëè÷èíû â ñåäëå, è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îíà äîëæíà ïîòåðÿòü óñòîé÷è-âîñòü îïÿòü æå â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, è ò. ä. Ýòèì îáúÿñíÿåòÿ ñóùå-ñòâîâàíèå áûñòðîãî êàñêàäà òàêèõ áè�óðêàöèé, íàáëþäàåìûõ ïðè ïåðåõîäå îò òîíè÷åñêîéàêòèâíîñòè ê ïà÷å÷íîé âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êðàÿ òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Meq. Êàêâèäíî èç ðèñóíêîâ 2â, 2ã è 10, ñðåäíÿÿ âåòâü 〈x〉, èçíà÷àëüíî âõîäèâøàÿ â ìíîãîîáðàçèå Meqñ âåðòèêàëüíûì íàêëîíîì ïðè ε = 0, ñòàíîâèòñÿ ê íåé êàñàòåëüíîé â ñåäëå ïðè íåêîòîðîìíåíóëåâîì ìàëîì ïàðàìåòðå. �èñóíîê 11 èëëþñòðèðóåò, êàê ¾ïëîñêàÿ¿ ïåòëÿ ñåïàðàòðèñû,èçíà÷àëüíî ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè z = zh, ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, âõîäÿùåéâ ñåäëî, áóäó÷è êàñàòåëüíîé ê ñåäëîâîé âåòêå ìíîãîîáðàçèÿ Meq ïðè ε = 0, 01, ò. å. îíàïðåòåðïåâàåò ãîìîêëèíè÷åñêóþ áè�óðêàöèþ ñìåíû âåäóùåãî íàïðàâëåíèÿ.Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ïàðàãðà�, ðàññìîòðèì ìîäåëüíîå îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå, îïèñûâà-þùåå òàêóþ áûñòðî-ìåäëåííóþ âåðñèþ äàííîé ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè [65, 90℄
x = µ ± εxε + Axν , (8)ãäå íîâûé ÷ëåí âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ñèíãóëÿðíîãî âîçìóùåíèÿ ñèñòåìû è èñ÷åçàåòïðè ε = 0, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ÷ëåí ïðèõîäèò èç áûñòðîé ïîäñèñòåìû. Èç-çà çíàêà ±áè�óðêàöèîííîå ìíîæåñòâî òàêîé ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìå-ðå òðè áè�óðêàöèîííûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå áè�óðêàöèÿì óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè, à òàêæå ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè äâîéíîé ïåòëè [65℄. Îñîáåííî-ñòüþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, ïðîèëëþñòðèðîâàííàÿ íà ðèñ. 12.Òàêîãî òèïà õàîñ, ïî Ë.Ï.Øèëüíèêîâó, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â íàïðàâëåíèè ê õàîòè-÷åñêîé äèíàìèêå âáëèçè ïåòëè ñåïàðàòðèñû ê ñåäëî-�îêóñó âîçíèêàþùåé â ìîäåëè, êîãäàñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñïóñòèòñÿ ê íèæíåé ñêëàäêå íà ìíîãîîáðàçèè Meq [31℄.
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�èñ. 12. Õàîñ â îäíîìåðíîì ìîäåëüíîì îòîáðàæåíèè (8). Âåðòèêàëüíàÿ âåòêà îòîáðàæåíèÿ âîçíè-êàåò çà ñ÷åò ñèíãóëÿðíîãî ÷ëåíà. Ïîêàçàííûå ðåãóëÿðíûå ÷åòûðå ñïàéêà íà ïà÷êó ïðåðûâàþòñÿèíòåðâàëàìè õàîñà, êîãäà �àçîâàÿ òî÷êà ïîäõîäèò ê íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êå.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 13. ¾Mÿãêîå¿ òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ìîäåëè çàêàí÷èâàåòñÿ áè�óðêàöèåé Àíäðîíîâà�Õîï�àâáëèçè íèæíåé ñêëàäêè, âûçûâàþùåé ¾ðåøåíèÿ-óòêè¿. Õàîòè÷åñêèå ïà÷êè ñ ïîäïîðîãîâûìè êîëå-áàíèÿì â ìîäåëè Õ� ïðè ε = 0.0127.7. Ýêçîòè÷åñêèå áè�óðêàöèè ìîäåëè Õ�Âåðíåìñÿ ê ïåðâîìó ðèñóíêó ñòàòüè, ïîêàçûâàþùåìó òèïè÷íóþ ïà÷å÷íóþ àêòèâíîñòüâ Õ� ìîäåëè ïðè ε = 0, 002. Âèäíî, ÷òî ïðè òàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïîëó÷àåòñÿ â ñðåä-íåì ïÿòü ñïàéêîâ â ïà÷êå, ÷òî ðàâíî ÷èñëó ïîëíûõ îáîðîòîâ �àçîâîé òî÷êè âîêðóã òî-íè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mlc ìåæäó ñðûâàìè. Ýòî ïðèáëèçèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè,çà êîòîðîå z-êîìïîíåíòà �àçîâîé òî÷êè ñäâèãàåòñÿ îò íèæíåé ñêëàäêè íà Meq äî ãîìîêëè-íè÷åñêîãî êðàÿ íà Mlc. Î÷åâèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ε äîëæíî óñêîðèòü âðåìÿ ïðîõîäà ìåæäóñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàìè ñðûâà. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ε ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áè-�óðêàöèÿ ñìåíû âåäóùåãî íàïðàâëåíèÿ èçìåíÿåò �îðìó òîíè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mlc.Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò áîëåå ðàçâèòîé õàîñ. Áîëåå òîãî, â õà-îòè÷åñêèõ ïà÷êàõ âîçíèêàþò ïîäïîðîãîâûå êîëåáàíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 13. Äëÿòîãî ÷òîáû ïîíÿòü, êàêèå âíóòðåííèå ïåðåìåíû ïðîèçîøëè â ìîäåëè, èñïîëüçóÿ òåõíèêóïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ìû íàéäåì òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mlc ïðè äàííîì çíà÷åíèèìàëîãî ïàðàìåòðà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ε = 0.002 x0-ïàðàìåòðè÷åñêèé ñðåç íå ïåðåñåêàåòëèíèþ ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ äîëæíà áûëà áûçàêîí÷èòü âåòêó ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Òåïåðü òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå çàêàí÷èâàåòñÿ áè-�óðêàöèåé Àíäðîíîâà�Õîï�à, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî íå íà äåïîëÿðèçîâàííîé, à íà ãèïåð-ïîëÿðèçîâàííîé âåòêå Mlc âáëèçè åå íèæíåé ñêëàäêè. Äàííàÿ áè�óðêàöèÿ âîçíèêàåò êàêðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ äèíàìèêè êàê áûñòðîé, òàê è ìåäëåííîé ïîäñèñòåì è èíèöèèðóåòâîçíèêíîâåíèå ¾ðåøåíèé-óòîê¿ ò. å. ðåøåíèé, çàòÿãèâàþùèõñÿ âäîëü íåóñòîé÷èâîé (ñåäëî-âîé) âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ Meq ïîêîÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè, ìû ïîëó÷àåì õàîòè÷åñêóþïà÷å÷íóþ àêòèâíîñòü, ïåðåìåæàåìóþ ñ õàîòè÷åñêèìè ïîäïîðîãîâûìè êîëåáàíèÿìè. Òàêîéòèï êîëåáàíèé íàçûâàþò ÌÌÎ, èëè êîëåáàíèÿ ñìåøàííûõ ìîä. Â ïðîåêöèè íà êîîðäè-íàòû (x, z) àìïëèòóäà ïîäïîðîãîâûõ êîëåáàíèé äîñòàòî÷íî ìàëà, ïîñêîëüêó äàííàÿ ïðîåê-öèÿ ïðàêòè÷åñêè îðòîãîíàëüíà ñîáñòâåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, êàñàòåëüíîìó öåíòðàëüíîìóìíîãîîáðàçèþ, íà êîòîðîì èìååò ìåñòî äàííàÿ áè�óðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîï�à.8. Êàòàñòðî�à ãîëóáîãî íåáàÏîñêîëüêó ìåäëåííîå óðàâíåíèå ìîäåëè Õ� ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî ñâîèì àðãóìåíòàì,ãðà�èê åãî ïðàâîé ÷àñòè åñòü ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîäåëè. Èç-çà òàêîéÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 43ëèíåéíîñòè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïëîñêîñòè ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé 〈x〉 ÿâëÿåò-ñÿ �àêòè÷åñêè öåíòðîì òÿæåñòè ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè, êàêïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7. Ïîñêîëüêó âåòâü 〈x〉 íà÷èíàåòñÿ áè�óðêàöèåé Àíäðîíîâà�Õîï�àè çàêàí÷èâàåòñÿ ãîìîêëèíèêîé íà ñåäëîâîé âåòêå ìíîãîîáðàçèÿ Meq ïîêîÿ, êóäà îíà âõîäèòñ âåðòèêàëüíûì íàêëîíîì, òî ñóùåñòâóåò ëèøü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäëåííîéíóëüêëèíû ñ êðèâîé 〈x〉 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà x0 ìîäåëè.Ýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ñåäëî-óçëîâûõ áè�óðêàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íà òîíè÷å-ñêîì ìíîãîîáðàçèè Mlc è, êàê ñëåäñòâèå, íåâîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ áåñêîíå÷íî äëèí-íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïà÷åê â ìîäåëè, êàê è ñîñóùåñòâîâàíèå òîíè÷åñêèõ è ïà÷å÷íûõ àêòèâ-íîñòåé â ðåçóëüòàòå ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè [32, 33, 23, 25, 34℄. Íàïîìíèì, ÷òî ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ (ëîêàëüíî) è áè�óðêàöèÿ êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà (ãëîáàëüíî) îïè-ñûâàþò îáðàòèìûé è íåïðåðûâíûé ïåðåõîä ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà÷å÷íûìè àêòèâíîñòÿìèìîäåëè [59, 61, 65, 66℄. ×òîáû òàêîé ïåðåõîä âîçíèê â äàííîé ìîäåëè, íàì ïîòðåáóåòñÿ èç-ìåíèòü ïðàâóþ ÷àñòü ìåäëåííîé ïîäñèñòåìû, íàïðèìåð ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ż = ε

(

s(x − x0) − z − α

(z − z0)2 + 0.03

)

, (9)òàê ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè ó ìåäëåííîé íóëüêëèíû ïîÿâëÿåòñÿ óçêèé ¾ãîðá¿ êàê íà ðèñ. 14.Çäåñü α êîíòðîëèðóåò âûñîòó ãîðáà, à z0 � åãî ïîëîæåíèå ïî z. Ìåíÿÿ âûñîòó ãîðáà, èëèïîäíèìàÿ/îïóñêàÿ âñþ ìåäëåííóþ íóëüêëèíó, ìû ìîæåì êîíòðîëèðîâàòü ñåäëî-óçëîâóþ áè-�óðêàöèþ, âîçíèêàþùóþ â ìîäåëè, êîãäà ìåäëåííàÿ íóëüêëèíà êîñíåòñÿ ñðåäíåé âåòêè 〈x〉.Ïîäíÿâ ìåäëåííóþ íóëüêëèíó, ìû ïîëó÷èì äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ íà 〈x〉, è, ñëåäîâàòåëüíî,äâå íîâûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè íà Mlc. Îáå îðáèòû óñòîé-÷èâû ïî (x, y), ïîñêîëüêó òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ öèêëîâ áûñòðîéïîäñèñòåìû. ×òî êàñàåòñÿ óñòîé÷èâîñòè ýòèõ îðáèò ïî z, òî îäíà èç íèõ áóäåò óñòîé÷èâàÿ,à äðóãàÿ íåóñòîé÷èâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà óñòîé÷èâà ïî âñåìòðåì ïåðåìåííûì, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé, ñ äâóìåðíûìè óñòîé÷èâûìèè íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ëîêàëüíî ìíîãîîáðàçèå Mlc ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóñòîé-÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ýòîé ñåäëîâîé îðáèòû. Îïóñêàÿ ãîðá ìåäëåííîé íóëüêëèíû, ìû ñáëè-æàåì îáå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû, êîòîðûå èñ÷åçàþò â ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè.Ëîêàëüíàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñîñòàâëÿåò ïåðâóþ êîì-ïîíåíòó êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà. Ñåäëî-óçëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà â òðåõìåðíîé ñè-ñòåìå èìååò äâà ìíîãîîáðàçèÿ: ïåðâîå � ñèëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W ss, ðàçäåëÿþùååîêðåñòíîñòü ñåäëî-óçëîâîé îðáèòû íà ñåäëîâóþ è óçëîâóþ îáëàñòè (ñì. ðèñ. 14). Â óçëîâîéîáëàñòè òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ñåäëî-óçëîâîé îðáèòå. Â ñåäëîâîé îáëàñòè ýòà îðáèòàÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé. Åå íåóñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W u ñîñòîèò èç òðàåê-òîðèé, êîòîðûå ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåé â îáðàòíîì âðåìåíè. ×òî êàñàåòñÿ ïðÿìîãî âðåìåíè,òî �àçîâàÿ òî÷êà íà íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ñëåäóåò ïà÷å÷íîé òðàåêòîðèè: âðàùàÿñüâîêðóã ìíîãîîáðàçèÿ Mlc, îíà ïîêèäàåò ñåäëî-óçåë, ïàäàåò âíèç íà ãèïåðïîëÿðèçîâàííóþâåòêó Meq, âäîëü êîòîðîé îíà ìåäëåííî äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè ñêëàäêè, ñ êîòîðîé âçëåòà-åò íà òîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Mlc. Äëÿ êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà ïðèíöèïèàëüíî âàæíî,÷òî �àçîâàÿ òî÷êà âîçâðàùàåòñÿ íà ìíîãîîáðàçèå Mlc ñëåâà îò ñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷å-ñêîé îðáèòû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò áûòü âñåãäà äîñòèãíóòî âûáîðîì ïîëîæåíèÿ ãîðáàíà ìåäëåííîé íóëüêëèíå � ìåæäó íèæíåé ñêëàäêîé íà ìíîãîîáðàçèè Meq è ãîìîêëèíè÷å-ñêèì êðàåì íà Mlc. Óñëîâèå, ÷òî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u ñòàíîâèòñÿ ãîìîêëèíè-÷åñêèì ê ñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòe, ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ñîñòàâëÿþùåé êàòàñòðî-�û ãîëóáîãî íåáà. Åå çàêëþ÷èòåëüíîå óñëîâèå â ìîäåëè Õ�� ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîìÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 14. (ñëåâà) Êîí�èãóðàöèÿ êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà ïî Ë.Ï.Øèëüíèêîâó è Ä.Â.Òóðàåâó [59,61, 65℄: íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå Wu ñåäëî-óçëîâîé îðáèòû âîçâðàùàåòñÿ, äåëàÿ áåñêîíå÷íî ìíî-ãî îáîðîòîâ â óçëîâîé îáëàñòè. Óñòîé÷èâîñòü âîçíèêàþùåé îðáèòû äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ñèëüíîãîïîïåðå÷íîãî ñæàòèÿ �àçîâûõ îáúåìîâ âäîëü ãëîáàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé ¾ðó÷êè¿. Â áûñòðî-ìåä-ëåííîé ñèñòåì ñæàòèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íèæíèé ñåãìåíò ìíîãîîáðàçèÿ ïîêîÿ ñîáðàíèç ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ áûñòðîé ïîäñèñòåìû. (ñïðàâà) Êàòàñòðî�àãîëóáîãî íåáà â ìîäåëè Õ� ïðè ε = 0, 02, x0 = −1, 5, α = 0, 083 è z0 = 0, 9. ¾�îðá¿ íà ìåäëåííîéíóëüêëèíå z′ = 0 ïðè ïåðåñå÷åíèè ñðåäíåé âåòêè 〈x〉 âëå÷åò âîçíèêíîâåíèå óñòîé÷èâîé è ñåäëîâîéïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mlc. Ïðè îïóñêàíèè ìåäëåííîé íóëüêëèíû îíèîáå èñ÷åçàþò â ðåçóëüòàòå êàñàòåëüíîé èëè ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè. Ïðîõîäÿ �àíòîì ñåäëî-óç-ëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû, ïà÷å÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ãåíåðèðóåò ïðîèçâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî ñïàéêîâ,óâåëè÷èâàÿ òåì ñàìûì ñâîþ äëèíó.ñèëüíîãî ñæàòèÿ â íàïðàâëåíèè, ïîïåðå÷íîì ê ìíîãîîáðàçèþ Meq, ñîñòîÿùåìó èç óñòîé÷è-âûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ áûñòðîé ïîäñèñòåìû. Áëàãîäàðÿ ýòîìó â ðåçóëüòàòå êàòàñòðî�ûãîëóáîãî íåáà, ïðè èñ÷åçíîâåíèè ñåäëî-óçëà âîçíèêàåò óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòàáåñêîíå÷íîé äëèíû è ïåðèîäà. Åå áîëüøîé ïåðèîä îïðåäåëÿåòñÿ çà ñ÷åò ìåäëåííîãî ïðîõî-äà �àçîâîé òî÷êè âáëèçè �àíòîìà òîëüêî ÷òî èñ÷åçíóâøåé ñåäëî-óçëîâîé îðáèòû. Òàêàÿäëèííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ñîîòâåòñòâóåò äëèííîé ïà÷êå â ìîäåëè. Åñëè ìû îòîäâè-íåì ìîäåëü äàëüøå îò ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè, òî ïà÷êà ñòàíåò êîðî÷å. Òàêèì îáðàçîì,ïðèáëèæàÿñü èëè óäàëÿÿñü îò áè�óðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ, ìû ìîæåì êîíòðîëèðîâàòü ïðî-äîëæèòåëüíîñòü ïà÷åê, êîòîðàÿ îöåíèâàåòñÿ êàê 1/
√

α − α∗; ýòîò çàêîí òèïè÷åí äëÿ âñåõñåäëî-óçëîâûõ áè�óðêàöèé. Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó ïà÷êàìè ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âîçìîæíîñòü êîíòðîëÿ ïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè âåñüìà âàæíà äëÿ �óíê-öèîíèðîâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé, �îðìèðóþùèõ ãåíåðàòîðû öåíòðàëüíûõ äâèæåíèé [93, 94℄.9. Áè�óðêàöèÿ Ëóêüÿíîâà�Øèëüíèêîâà è áèñòàáèëüíîñòüÁè�óðêàöèè ¾êàòàñòðî�à ãîëóáîãî íåáà¿ îòâå÷àþò ñèñòåìû, îáðàçóþùèå áè�óðêà-öèîííûå ïîâåðõíîñòè êîðàçìåðíîñòè îäèí â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. �ðàíèöå ýòîé ïî-âåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèÿ, êîãäà �àçîâàÿ òî÷êà ïðûãàåò ñ íèæíåé ñêëàäêè ãèïåð-ïîëÿðèçîâàííîé âåòêè ìíîãîîáðàçèÿ Meq ïðÿìî íà ñèëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W ssñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íà òîíè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mlc. Òàêàÿ êîí�èãóðà-öèÿ õàðàêòåðíà äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ áè�óðêàöèè Ëóêüÿíîâà�Øèëüíèêîâà [91℄ â áûñòðî-ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52



Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äëÿ ìîäåëè Õèíäìàðø��îóç 45ìåäëåííîé ñèñòåìå. Ýòà áè�óðêàöèÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèòÏóàíêàðå, ïîðîæäàþùèõ ñëîæíóþ äèíàìèêó â ñèñòåìå. Â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòå-ìàõ õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà âîçíèêàåò â óçêèõ (ïîðÿäêà ìàëîãî ïàðàìåòðà) îáëàñòÿõ â ïðî-ñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó òèïè÷íîå ïåðåñå÷åíèå äâóõìåðíûõïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì, ñóùåñòâîâàíèå ãîìî-êëèíè÷åñêèõ îðáèò ê ñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå íå óâåëè÷èâàåò êîðàçìåðíîñòüáè�óðêàöèè. Äàííóþ áè�óðêàöèþ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ Ïó-àíêàðå, îïðåäåëåííîãî íà ñåêóùåé òðàíñâåðñàëüíîé ê ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì. Òî÷êà, â êî-òîðîé ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ïðîõîäèò ÷åðåç ñåêóùóþ, ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîé òî÷êåîòîáðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì òèïû óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèî-äè÷åñêîé îðáèòû ñîâïàäàþò. Ñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæ-íàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ ñ ìóëüòèïëèêàòîðîì +1. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû áè�óðêàöèîííîãîìíîæåñòâà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 15: çäåñü ñåäëî-óçåë âîçíèêàåò íà áè�óðêàöèîííîéêðèâîé SN . Èç äèàãðàììû âèäíî, ÷òî íà âûäåëåííîì îòðåçêå ïàðàìåòðîâ ñåäëî-óçëîâàÿíåïîäâèæíàÿ òî÷êà èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïî êîòîðûì òðàíñâåðñàëüíî ïå-ðåñåêàþòñÿ åå (ñèëüíî) óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿñòðóêòóðà ñîõðàíèòñÿ è ïîñëå ðàñùåïëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè íà ñåäëîâóþ è óñòîé÷èâóþ.Ïîñëåäíÿÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèì òîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì â ìîäåëè. �îìîêëèíèêèñåäëîâîé òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè â ìîäåëè. Òàêèå ïà÷êè ñî ñëîæíîéäèíàìèêîé èìåþò ìåñòî âûøå êðèâîé SN â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âíóòðè êëèíà, êîòî-ðûé îãðàíè÷åí äâóìÿ êðèâûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó êàñàíèÿì ìåæäóóñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì ýòîé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Çäåñü ñëîæ-íàÿ äèíàìèêà àññîöèèðóåòñÿ ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïîäêîâ Ñìåéëà, â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèéìíîãîîáðàçèé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îäíàêî äàæå åñëè îíà èñ÷åçàåò â ðåçóëüòàòåñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè, ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî, òåì íå ìåíåå, ñîõðàíÿåòñÿ äëÿçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íèæå óêàçàííîãî ñåêòîðà íà ðèñóíêå 15. Òàêàÿ äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ãîìîêëèíè÷åñêîé áè�óðêàöèè ñåäëî-óçëà. Åå ïðîÿâëåíèå â ìîäåëèÕ� ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 17, ïîêàçûâàþùåì õàîòè÷åñêèå è ïåðåõîäíûå ïà÷êè,çàêàí÷èâàþùèåñÿ âîññòàíîâëåíèåì òîíè÷åñêîé àêòèâíîñòè â ìîäåëè.Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ, áîëåå î÷åâèäíàÿ è êëþ÷åâàÿ îñîáåííîñòü äàííîé áè�óðêàöèè äëÿìîäåëè Õ�� áèñòàáèëüíîñòü, êîãäà òîíè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü ñîñóùåñòâóåòñ ïà÷å÷íîé. Ïðèìåð òàêîé áèñòàáèëüíîñòè ïîêàçàí íà ðèñóíêå 16. Â çàâèñèìîñòè îò íà-÷àëüíûõ óñëîâèé ìîäåëü ìîæåò ãåíåðèðîâàòü êàê òîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (åñëè íà÷àëüíàÿòî÷êà âûáðàíà â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) òàê è ïà÷å÷íûåêîëåáàíèÿ. Ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà (òî÷íåå, åå äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå)ðàçäåëÿåò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ îáîèõ àòòðàêòîðîâ. Ñäâèãàÿ ìåäëåííóþ íóëüêëèíó, ìîæíîäîáèòüñÿ, ÷òî, ñðûâàÿñü ñ ãèïåðïîëÿðèçîâàííîé ñêëàäêè, �àçîâàÿ òî÷êà ïîäõîäèò áëèæåè áëèæå ê ñåäëîâîìó ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíî óâåëè÷èòüïðîäîëæèòåëüíîñòü àêòèâíîé �àçû ïà÷å÷íîé àêòèâíîñòè. Áîëåå òîãî, ïåðèîä ïà÷å÷íîé àê-òèâíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêè áûñòðî, ÷òî òèïè÷íî äëÿ áîëüøèíñòâà áè�óðêà-öèé ñ ñåäëàìè. Ýòî íàáëþäåíèå, â ïðèíöèïå, ìîæåò ïîìî÷ü îòëè÷èòü äàííóþ áè�óðêàöèþîò êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà â ìîìåíò ïåðåõîäà ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà÷å÷íûìè àêòèâ-íîñòÿìè íåéðîííûõ ìîäåëåé.Áèñòàáèëüíîñòü èñ÷åçàåò, êîãäà ïà÷å÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîéê ðàçäåëÿþùåé ñåäëîâîé îðáèòå, ÷òî èìååò ìåñòî íà áè�óðêàöèîííîé êðèâîé B1 ðèñóíêà 15.Ëåâåå, ìîäåëü ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü áåñêîíå÷íî äëèííûå õàîòè÷åñêèå ïà÷êè, ïðåæäå ÷åìóéäåò â òîíè÷åñêèå ñïàéêè, êàê íà ðèñóíêå 19 äëÿ ìîäåëè Õ�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè-ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 15. (ñëåâà) Ñåäëî-óçëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ñ íåöåíòðàëüíûìè ãîìîêëèíè÷åñêèìè òðà-åêòîðèÿìè: íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå Wu âîçâðàùàåòñÿ âäîëü åå íåâåäóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ W ss.Ïîñëåäíåå îòäåëÿåò óçëîâóþ îáëàñòü, â êîòîðîé ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, îò ñåä-ëîâîé. (ñïðàâà) Ýëåìåíòû áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû äëÿ áè�óðêàöèè Ëóêüÿíîâà�Øèëüíèêîâà.Çäåñü óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì â ïî-òîêå. Äâå áè�óðêàöèîííûå êðèâûå B1 è B2 ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó ãîìîêëèíè÷åñêèìêàñàíèÿì ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëîâîé îðáèòû. Äðóãèìè ñëîâà-ìè, ñïðàâà îò êðèâîé B1 ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò áèñòàáèëüíîñòü ïà÷å÷íûõ è òîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé,â òî âðåìÿ êàê ñëåâà îò B2 òîíè÷åñêèé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì. Ìåæäó B1 è B2 äèíà-ìèêà ñèñòåìû ïîäîáíà ñäâèãó êîíå÷íîãî òèïà, ò. å. ñèñòåìà ãåíåðèðóåò õàîòè÷åñêèå ïà÷êè, êîòîðûå,â êîíöå êîíöîâ, çàêàí÷èâàþòñÿ íà ïåðèîäè÷åñêîì òîíè÷åñêîì àòòðàêòîðå. Ñëîæíàÿ äèíàìèêà òàê-æå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè ñåäëî-óçëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íèæå ñåãìåíòà íà áè�óð-êàöèîííîé êðèâîé SN . �àçìåð ýòîãî ó÷àñòêà ïðîïîðöèîíàëåí øèðèíå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿâ ìîìåíò âîçâðàùåíèÿ íà ñåäëî-óçëîâóþ îðáèòó.÷èå îò êàòàñòðî�û ãîëóáîãî íåáà, ãðàíèöà ìåæäó òîíè÷åñêèìè è ïà÷å÷íûìè àêòèâíîñòÿìèÿâëÿåòñÿ �ðàêòàëüíîé. Çäåñü, ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò íåïðåäñêàçóåìî äîëãèé ïåðåõîäíûéïðîöåññ, ãåíåðèðóÿ ïà÷êè ïðîèçâîëüíîé äëèíû ñ íåñòàáèëüíûì ÷èñëîì ñïàéêîâ â êàæäîé,ïðåæäå ÷åì îêîí÷àòåëüíî âîéäåò â ïåðèîäè÷åñêóþ òîíè÷åñêóþ äèíàìèêó. Ýòîò ïåðåõîä-íûé ïðîöåññ, õàîòè÷íîñòü êîòîðîãî âîçíèêàåò â ñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäêîâ Ñìåéëà,èìååò ìåñòî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìåæäó ãðàíèöàìè B1 è B2 íà ðèñóíêå 15. Äàííûéèíòåðâàë â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ ïðîïîðöèîíàëåí äèàìåòðó òðóáêè íåóñòîé-÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u, ïðè åãî âîçâðàùåíèè íà ñåäëî-óçëîâóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó.Ïîñêîëüêó ãèïåðïîëÿðèçîâàííàÿ âåòêà Meq ñîñòîèò èç óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿáûñòðîé ïîäñèñòåìû ìîäåëè Õ�, òî â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ î ñæàòèè �àçîâûõ îáúåìîâ,äàííûé èíòåðâàë èñêëþ÷èòåëüíî ìàë. Òåì íå ìåíåå, òàêîé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòüíàéäåí ñ ïîìîùüþ àêêóðàòíûõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé è òåðïåíèÿ, ÷åìó ðèñóíîê 17åñòü ïîäòâåðæäåíèå.10. ÁëàãîäàðíîñòüÌû áëàãîäàðèì Í.Êîëîìèéöà è Ñ. �îí÷åíêî çà ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå äàííîé ñòà-òüè. Ýòà ðàáîòà áûëà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ No.08-01-00083 è ãðàíòîì GSUBrains & Behaviors (USA).ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �1, ñ. 23�52
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�èñ. 16. Cîñóùåñòâîâàíèå òîíè÷åñêèõ è ïà÷å÷íûõ êîëåáàíèé â ìîäåëè Õ�. Ýòîò òèï ïîâåäåíèÿèìååò ìåñòî ñëåâà îò áè�óðêàöèîííîé êðèâîé B2, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 15.

�èñ. 17. Ïåðåõîäíûå ïà÷å÷íûå êîëåáàíèÿ â ìîäåëè Õ� ïðè α = 0.02 è z0 = 0.5814335. Òàêîå ïî-âåäåíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç �ðàêòàëüíóþ ãðàíèöó çà ñ÷åò áè�óðêàöèè Ëóêüÿíîâà�Øèëüíèêîâà â ìîäåëè, ãäå ÷èñëî ãåíåðèðóåìûõ ïà÷åê íå ïðåäñêàçóåìî, è çàâèñèò îò íà÷àëüíûõóñëîâèé ìîäåëè.
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