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1. Введение

В настоящей работе мы следуем той же идее, что и в наших недавних работах [2, 3], —
продемонстрировать, как конструкции, хорошо известные в чистой математике, в част-
ности, в топологии, могут быть использованы в задачах механики. Довольно часто та-
кие конструкции из-за использования абстрактного языка оказываются невостребованными
специалистами, занимающимися приложениями. Мы хотели бы попытаться объяснить их
на более привычном и менее формальном языке, имея в виду не только методические и об-
разовательные цели, но главным образом расширение и развитие взаимодействия между
разными областями математики и механики.

Как и в наших предшествующих работах, мы изложим сначала теоретический материал,
а затем проиллюстрируем его примером из механики. В качестве нового приложения мы
дадим описание относительных положений равновесия в одной из задач вихревой динамики.

Сначала сделаем несколько замечаний общего характера. В задачах механики часто
возникает необходимость проанализировать свойства особых точек гамильтониана в зави-
симости от некоторых параметров. Хорошо известно, что невырожденная (в смысле теории
Морса) особая точка устойчива относительно малых изменений параметра: она остается
невырожденной и ее индекс не меняется. Однако при некоторых (бифуркационных) зна-
чениях параметра может наступать вырождение, а при переходе через них индекс особой
точки может меняться. В таких случаях важно понимать сценарии возможных бифуркаций.
Один из вопросов, которые оказываются важными в этом контексте (например, для поис-
ка относительных положений), можно сформулировать так. Может ли у изолированного
положения равновесия измениться индекс без рождения новых положений равновесия?

Наиболее подходящим математическом аппаратом для ответа на такого типа вопро-
сы оказывается индекс Конли — топологический инвариант изолированного инвариантного
множества динамической системы, введенный и изученный Чарльзом Конли в 60–70 годах
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прошлого века [21]. Эффективность этого инварианта в самых различных задачах теории
динамических систем очень хорошо известна экспертам [20], работающим в данной обла-
сти, однако нельзя сказать, что это понятие является общеизвестным для специалистов-
прикладников.

Следующий параграф посвящен определению индекса Конли и самым простейшим свя-
занным с ним конструкциям (см. также [1, 29, 30]).

2. Индекс Конли: мотивировка, определение и примеры

Прежде чем дать формальное определение индекса Конли, мы напомним некоторые
элементарные понятия из топологической динамики (см., например, [5, 18, 28]).

2.1. Индекс векторного поля и индекс Морса

1. Индекс векторного поля. Пусть дана динамическая система ẋ = v(x ) на плос-
кости R

2 в некоторой области U , граница которой представляет собой гладкую замкнутую
кривую γ(t), t ∈ [0, 2π], γ(0) = γ(2π). Пусть на границе области нет положений равнове-
сия, то есть v(x ) �= 0 для всех x ∈ γ. Можно ли по поведению векторного поля на границе
области выяснить, существует ли внутри области положение равновесия? Хорошим инстру-
ментом для ответа на этот вопрос служит индекс векторного поля, который определяется
следующим образом.

Рассмотрим векторное поле v на границе как периодическую вектор-функцию v(t) =
= v(γ(t)) от параметра t на кривой γ. Индексом векторного поля v (ind v) на границе γ
области U называется число оборотов, которое делает вектор v(t) при обходе вдоль грани-
цы, то есть при изменении t от 0 до 2π (рис. 1, 2).

Рис. 1. Рис. 2.

Теорема 1. Если индекс отличен от нуля, то внутри области U обязательно суще-
ствует положение равновесия (неподвижная точка) динамической системы. Наоборот,
если индекс равен нулю, то можно продолжить векторное поле v с границы внутрь об-
ласти U так, что внутри положений равновесия не будет.

Замечание. Если кривая γ(t) и векторное поле на ней v(t) имеют определенную степень
гладкости, то и внутрь области поле v можно продолжить с той же степенью гладкости. В анали-
тическом случае возможно также вещественно-аналитическое продолжение.

Несложно обобщить это определение на многомерный случай. Если у нас имеется об-
ласть U ⊂ R

n, гомеоморфная шару Bn, с границей ∂U , диффеморфной единичной сфере
Sn−1 ⊂ R

n, причем векторное поле v на границе не обращается в нуль, то можно определить
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естественное отображение φ : ∂U → Sn−1, полагая φ(x ) = v(x )/|v(x )|. Индексом вектор-
ного поля называется степень этого отображения. В частности, если φ является взаимно-
однозначным, то индекс равен ±1.

Замечание. Напомним формальное определение степени отображения. Пусть имеется глад-
кое отображение F : M1 → M2 между двумя компактными ориентированными многообразиями
одинаковой размерности. Тогда почти для любой точки y ∈ M2 ее прообраз F−1 содержит лишь
конечное число точек x1, . . . ,xm, причем все они регулярны, то есть определитель матрицы Якоби
отображения F в каждой из этих точек отличен от нуля. По определению, степенью отображения
F называется число

degF =
∑

xi∈F−1(y)

signdet dF (xi).

Другими словами, степень отображения — это число прообразов регулярной точки, подсчитанное
с учетом знака каждой точки, который определяется тем — сохраняет или меняет ориентацию
отображения F . Степень отображения обладает двумя фундаментальными свойствами: она не за-
висит от выбора регулярной точки y , которая используется в определении и, кроме того, степень
отображения не меняется при непрерывной деформации отображения F .

В качестве одного из наиболее характерных примеров можно рассмотреть комплексный по-
лином f(z) степени n, рассматриваемый как отображение пополненной комплексной плоскости C

в себя. С топологической точки зрения C представляет собой двумерную сферу S2 (так называемую
сферу Римана), и степень отображения f : C → C равна степени многочлена, поскольку для точки
w0 общего положения уравнение f(z) = w0 имеет n различных решений z1, . . . , zn, причем знаки
во всех точках положительны, поскольку для любого комплексного отображения f(z) = u(x, y) +

+ iv(x, y) в неособой точке имеем det df =
∥∥∥∥ux uy

vx vy

∥∥∥∥ = u2
x + u2

y = |f ′(z)|2 > 0.

Индекс векторного поля обладает двумя замечательными свойствами.

– Во-первых, он не меняется при деформации области U , если в процессе деформации
граница области не проходит через положения равновесия.

– Во-вторых, индекс не меняется в процессе деформации самой динамической системы.
Другими словами, если векторное поле v(x ) = v0(x ) включено в семейство vα(x ),
непрерывно зависящее от параметра α, то индекс vα на границе ∂U не зависит от α
(разумеется, при условии, что в процессе деформации на границе области не возникает
положений равновесия).

Теорема 1 для многомерного случая справедлива в той же формулировке.
Индексом изолированной особой точки x0 векторного поля v(x ) называется индекс

для границы его малой шаровой окрестности (эта окрестность, разумеется, не должна со-
держать никаких других особых точек). Справедливо простое свойство суммирования:

если внутри области находится несколько изолированных особых точек, то индекс
вдоль границы всей области будет равен сумме индексов отдельных точек.

Замечание. Индекс векторного поля часто также называют индексом Пуанкаре –Хопфа, так
как он наиболее известен благодаря теореме Пуанкаре –Хопфа о том, что сумма индексов особых
точек векторного поля на компактном многообразии равна его эйлеровой характеристике. Пуанкаре
доказал эту теорему для двумерных многообразий, а Хопф обобщил ее на многомерный случай.

Недостатком этого индекса является его малая информативность. Например, если мы рас-
смотрим градиентное векторное поле простейшей квадратичной функции f = ±1

2(x2 + y2)

v = grad f = ±(x, y), (2.1)
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то его индекс равен единице вне зависимости от выбора знака, и поэтому, в частности,
не позволяет различить сток и источник (рис. 2). И вообще в случае невырожденной особой
точки векторного поля в R

n его индекс всегда равен ±1, хотя такие точки могут иметь
существенно разные топологические типы. Так, в частности, на рисунке 1 ind = 2, это
означает, что внутри области находится что-то более сложное, чем невырожденная особая
точка. Однако что́ именно там находится, определить невозможно. Там, например, может
находиться изолированная особая точка, но тогда она обязана быть вырожденной. Либо
там может оказаться несколько невырожденных особых точек (например, два стока или
два источника). Примеры приведены на рисунке 3.

Рис. 3.

2. Индекс Морса. Для рассмотренного выше примера градиентного потока (2.1) бо-
лее информативным является индекс Морса особой точки соответствующей гладкой функ-
ции. Напомним эту конструкцию. Пусть f(x ), x ∈ R

n, — гладкая функция, а x (0) — ее

невырожденная особая точка (это означает, напомним, что det
(

∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣
x (0)

�= 0).

Индексом особой точки x (0) называется отрицательный индекс инерции второго диф-

ференциала
(

∂2f

∂xi∂xj

)
. Другими словами, если линейной заменой второй дифференциал

привести к нормальной форме так, что

f(x ) = f(x (0)) − x2
1 − . . . − x2

k + x2
k+1 + . . .+ x2

n + . . . ,

то индекс Морса — это число k.
Связь обычного индекса ind особой точки поля v = grad f с индексом Морса indM

очень проста:
ind grad f(x (0)) = (−1)indM f(x (0)). (2.2)

В случае гамильтонова векторного поля на R
2n = {(q ,p)}, определенного уравнениями

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
, (2.3)

для невырожденной неподвижной точки x (0) = (q ,p) имеется аналогичный инвариант —
индекс Морса гамильтониана H(q ,p) в точке x (0). Интересно отметить, что индексы га-
мильтонова векторного поля (2.3) и градиентного поля gradH совпадают (и определяются
соотношением (2.2)), поскольку векторные поля связаны между собой невырожденным опе-
ратором с положительным определителем.
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Для векторных полей произвольной природы в случае гиперболических особых точек
также можно определить индекс Морса [1]. С точки зрения динамики индекс Морса гипер-
болической особой точки (или замкнутой траектории) динамической системы определяется
как размерность неустойчивого инвариантного многообразия. В частности, индекс Морса
векторного поля grad f в невырожденной особой точке равен индексу Морса функции −f
в этой точке.

Индекс Морса дает лучшее представление о поведении системы вблизи положения
равновесия. Его недостаток, однако, заключается в том, что он хорошо определен только
для невырожденных особых точек. Говорить о его устойчивости при деформации функции
f0(x ) � fα(x ) сложно просто потому, что при некоторых значениях параметра α условие
невырожденности нарушается и в этот момент индекс вообще нельзя определить. Кроме
того, у векторного поля могут встретиться более сложные инвариантные подмножества
(подмногообразия), чем неподвижная точка, которые также хотелось бы характеризовать
некоторым инвариантом.

Хотелось бы поэтому иметь некоторое обобщение индекса Морса, которое можно было
бы использовать и в случае вырождений. Таким инвариантом и является индекс Конли.
В отличие от двух предыдущих индексов, индекс Конли — это не число, а некоторое то-
пологическое пространство. И даже не пространство, а его гомотопический тип. Чтобы его
определить, нам понадобятся некоторые топологические определения.

2.2. Предварительные соображения

Хотя на интуитивном уровне идея индекса Конли проста и естественна, формальное
определение может показаться на первый взгляд странным и даже искусственным. Поэтому
в данном разделе мы обсудим предварительные соображения, мотивирующие выбор этого
инварианта.

Рассмотрим окрестность N изолированной особой точки динамической системы φt,
и на ее границе выделим подмножество выхода L, состоящее из тех точек, где траек-
тории покидают окрестность. Эта пара (N,L) в определенном смысле характеризует ди-
намику вблизи особой точки (грубо говоря, показывает, какая часть потока «вытекает»
из окрестности). При малом шевелении и системы φt, и окрестности N топология меняться
не должна, поэтому пару (N,L) и хотелось бы рассматривать в качестве топологического
инварианта особенности.

Такое наивное определение, однако, не удовлетворяет естественным требованиям к ин-
вариантам. Так, например, оно существенно зависит от формы окрестности (пример пока-
зан на рис. 4). Отметим, что априори никаких дополнительных ограничений накладывать
на окрестность нельзя, поскольку в процессе деформации за ее формой (по отношению
к потоку) следить сложно.

Для того чтобы исправить этот недостаток, в конструкции индекса Конли используется
еще одна идея, которая заключается в стягивании окрестности N вдоль потока и приклеи-
вании к множеству выхода L. С формальной точки зрения речь идет об отображении — по-
лупотоке, который определяется следующим образом: каждая точка x ∈ N движется вдоль
своей траектории в положительном направлении до тех пор, пока не попадет в множество
выхода L, после чего немедленно останавливается. В частности, точки, принадлежащие L,
стоят на месте и никуда не движутся, а те точки, которые до выхода никогда не дохо-
дят, продолжают движение по своим обычным траекториям до бесконечности, то есть если
внутри окрестности имеется инвариантное множество, то оно останется на месте, а вся
остальная часть N приклеится к множеству выхода L.
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Рис. 4. Примеры различных окрестностей неподвижной точки потока.

Этот полупоток обладает другим недостатком — он не является непрерывным. В при-
мере на рисунке 4b это хорошо видно: точки x1 и x2 близки, но покидают окрестность
в точках y1 и y2, которые друг от друга далеки. Чтобы избежать этой неприятности, нам
придется включить точку z в множество L. Но и этого будет недостаточно. Проблема бу-
дет с теми точками, которые расположены на траектории между z и y1. Сама точка z уже
является точкой выхода и поэтому никуда двигаться не должна, в то время как осталь-
ные точки на рассматриваемом участке траектории должны деформироваться в точку y1.
Решение проблемы заключается в том, чтобы включить в множество L все точки, распо-
ложенные на траектории между z и y1. Другими словами, важным является следующее
требование: если какая-то точка попала в множество выхода L, то покидать его и снова
уходить в N \ L 1 она не должна. Более того, поскольку динамика на множестве выхода
игнорируется, для непрерывности оказывается необходимым стянуть все множество выхода
L в одну точку; такое пространство, получающееся из пары (N,L), будем обозначать N/L
(см. подробнее следующий раздел).

Еще одно важное соображение. Как хорошо известно из примеров, в процессе дефор-
мации могут рождаться новые положения равновесия, могут появляться замкнутые тра-
ектории или более сложные инвариантные множества. Поэтому имеет смысл не ограничи-
ваться положениями равновесия, а сразу рассматривать инвариантные (то есть состоящие
из целых траекторий) компактные подмножества S произвольной природы. Требование к
инвариантному множеству S состоит в том, что оно должно быть изолированным, то есть
должна существовать такая окрестность N (удобнее считать эту окрестность компактной),
в которой S является максимальным инвариантным подмножеством. Такая окрестность
называется изолирующей.

Интересно обратить внимание на тот факт, что определение изолирующей окрестно-
сти N можно дать, опираясь лишь на свойства потока φt в окрестности границы ∂N без
упоминания самого множества S (которое на самом деле может оказаться пустым, а этот
случай отнюдь не следует исключать из рассмотрения):

компактное множество N называется изолирующей окрестностью, если ни одна гра-
ничная точка x ∈ ∂N не лежит на траектории, целиком содержащейся в N .

Замечание. На плоскости точка центр (в окрестности которой все траектории замкнуты)
не имеет изолирующей окрестности. При малой деформации центр может превратиться как в сток,
так и в источник.

1Напомним, что N \ L обозначает дополнение к L в N , то есть N \ L = {x ∈ N,x /∈ L}.
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Приведенные соображения подтверждают естественность сформулированных ниже ус-
ловий на L. Прежде чем дать формальное определение для индекса Конли, приведем необ-
ходимые сведения из элементарной топологии.

2.3. Необходимые сведения из элементарной топологии

Пусть X — некоторое топологическое пространство, Y ⊂ X — его компактное подмно-
жество. Через X/Y мы будем обозначать новое топологическое пространство, получающе-
еся из X стягиванием Y в точку. Примеры изображены на рисунке 5.

Рис. 5. Примеры пространств X/Y .

Рис. 5a: если «стянуть» в точку (то есть отождествить) концы {0} ∪ {1} = Y отрезка
X = [0, 1], то в качестве X/Y получится окружность;

Рис. 5b: если стянуть в точку половину Y диска X, то снова получится диск;

Рис. 5c: если стянуть в точку параллель Y на торе X, то пространством X/Y будет тор
с перетяжкой;

Рис. 5d: если стянуть в точку граничную окружность Y двумерного дискаX, то получится
двумерная сфера.
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Последний пример имеет естественное многомерное обобщение: если X — n-мерный
шар, а Y — его граничная сфера, то, стягивая ее в точку, мы получим пространство X/Y ,
гомеоморфное n-мерной сфере.

Кроме того, после сжатия подмножества Y в точку мы получим в пространстве X/Y
некоторую выделенную точку, которую будем обозначать [Y ].

Рис. 6. Примеры гомотопически эквивалентных пространств.

Два топологических пространства X1 и X2 называются гомотопически эквивалентными,
если они могут быть «продеформированы» друг в друга. Примеры показаны на рисунке 6:

Рис. 6a: n-мерный шар гомотопически эквивалентен точке;

Рис. 6b: плоскость с выброшенной точкой гомотопически эквивалентна окружности;

Рис. 6c: тор с дыркой гомотопически эквивалентен букету двух окружностей (то есть двум
окружностям, склеенным в одной точке).

Для более строгого определения понятия гомотопической эквивалентности сначала
нужно ввести понятие гопотопных отображений. Пусть f0, f1 : X → Y — два непрерыв-
ных отображения. Они называются гомотопными, если существует непрерывное семейство
отображений fα : X → Y , α ∈ [0, 1], деформирующих одно отображение в другое. Гово-
ря более формально, существует непрерывное отображение F : X × [0, 1] → Y , такое, что
f0(x ) = F (x , 0), f1(x ) = F (x , 1) для x ∈ X.

Топологические пространства X1 и X2 называются гомотопически эквивалентными
(или имеющими одинаковый гомотопический тип), если существуют два отображения
f : X1 → X2 и g : X2 → X1, такие, что f ◦ g : X2 → X2 гомотопно тождественному отоб-
ражению idX2 , а g ◦ f : X1 → X1 гомотопно тождественному отображению idX1 .

Менее тривиальный пример. Пусть X — 3-мерный шар, а Y — окружность на гра-
ничной сфере. Каков гомотопический тип пространства X/Y ? Деформация на рисунке 7
показывает, что X/Y имеет гомотопический тип двумерной сферы S2.
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Рис. 7. Процесс деформации шара с отмеченной окружностью в сферу.

2.4. Формальное определение

Пусть задана динамическая система φt : X → X на некотором многообразии X (в ка-
честве X можно рассматривать произвольное локально компактное топологическое про-
странство). Компактное инвариантное подмножество S ⊂ X называется изолированным,
если для него существует компактная окрестность N , в которой S является максимальным
инвариантным подмножеством (иными словами, S — это инвариантная часть N):

S = inv (N) := {x ∈ N : φt(x ) ∈ N для всех t ∈ R}.

В этом случае N называется изолирующей окрестностью для S. Индекс Конли сопоставля-
ет инвариантному множеству S гомотопический тип некоторого топологического простран-
ства с отмеченной точкой. Конструкция состоит в следующем.

Индексная пара (N,L) для изолированного инвариантного множества S состоит из двух
компактных подмножеств L ⊂ N многообразия X, таких, что

— замыкание множества N \ L является изолирующей окрестностью для S;
— L является множеством выхода для N : для любой x ∈ N и t > 0 с условием φt(x ) /∈ N
существует t0 ∈ [0, t], такое, что φt0(x ) ∈ L;

— L положительно инвариантно в N , то есть точки, попавшие в L, не могут выйти «на-
зад» в N \ L: если x ∈ L и φτ (x ) ∈ N для всех τ ∈ [0, t], t > 0, то φt(x ) ∈ L.

Можно показать, что для любого инвариантного изолированного множества S индекс-
ная пара существует. Более того, если (N,L) и (N ′, L′) — две индексные пары для S, то
фактор-пространства N/L и N ′/L′ гомотопически эквивалентны как пространства с отме-
ченными точками [L] и [L′].

Определение 1. Индексом Конли indC(S, φ) инвариантного множества S фазового
потока φt называется гомотопический тип пространства N/L с отмеченной точкой [L], где
(N,L) — индексная пара для S.

Кроме того, как было сказано в предыдущем разделе, изолирующая окрестность и,
следовательно, индексная пара (N,L) могут быть корректно определены для потока φt без
использования инвариантного множества, поэтому топологический тип N/L в этом случае
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мы будем также называть индексом Конли изолирующей окрестности indC(N,φ). Про са-
мо инвариантное множество можно даже и не упоминать. Концептуально это очень важно,
поскольку во многих случаях мы вообще ничего об этом инвариантном множестве, находя-
щемся внутри окрестности, не знаем.

Определенный таким образом индекс обладает тремя фундаментальными свойствами.

Теорема Конли. Пусть N — изолирующая окрестность некоторой гладкой дина-
мической системы, тогда

1. индекс является инвариантом изолирующей окрестности;

2. если индекс нетривиален, то есть отличен от «точки», то внутри изолирующей
окрестности имеется непустое инвариантное множество;

3. если φα — непрерывное семейство динамических систем, для каждой из которых
N является изолирующей окрестностью, то для всех значений параметра α индекс
indC(N,φα) одинаков.

Замечание. В такой (или наиболее близкой) формулировке эта теорема приведена в рабо-
те [30].

Таким образом, согласно этим свойствам, если имеется две разные изолирующие ок-
рестности одного и того же инвариантного множества, то индекс не зависит от того, какую
из этих окрестностей мы будем рассматривать. Кроме того, само это инвариантное мно-
жество S совершенно не важно: с ним внутри этой окрестности могут происходить любые
события при деформации (например, оно может исчезнуть вообще), но индекс меняться
не будет.

Для наших целей наиболее важным является третье свойство индекса Конли, а именно,
его устойчивость при деформации динамической системы. Оно часто применяется в следу-
ющей ситуации. Предположим, что нам даны две динамические системы φ0 и φ1, включен-
ные в непрерывное семейство φα. Пусть N — изолирующая окрестность для φ0 и φ1, тогда
возможны два случая:

• либо индекс Конли при изменении параметра α остается постоянным, и, в частности,
indC(N,φ0) = indC(N,φ1);

• либо индекс изменился, и тогда при некотором промежуточном значении параметра
α ∈ (0, 1) окрестность N перестала быть изолирующей.

Напомним: нарушение условия изолированности эквивалентно тому, что через некото-
рую граничную точку x ∈ ∂N проходит траектория, целиком содержащаяся в N .

Замечание. Если при каком-то значении α нарушилось условие изолированности, то теория
Конли перестает работать и никакого определенного ответа дать не может: изменится ли индекс
или останется прежним.

3. Бифуркация Андронова –Хопфа [24]. Один из наиболее показательных при-
меров применения этих свойств — бифуркация рождения цикла на плоскости, когда при каж-
дом значении параметра α ∈ [0, 1] имеется ровно одна стационарная точка с комплексными
мультипликаторами λ(α)± iμ(α). Бифуркация заключается в том, что вещественная часть
мультипликатора, то есть λ(α), меняет знак с минуса на плюс, в результате чего точка
из притягивающей превращается в отталкивающую. Индекс Конли меняется с пары точек
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Рис. 8. Бифуркация Андронова –Хопфа.

при λ < 0 на сферу с выделенной точкой при λ > 0 (см. пример ниже на рис. 9a, c). Следо-
вательно, если зафиксировать стандартную ε-окрестность точки так, чтобы она была изо-
лирующей и при α = 0, и при α = 1, то при некотором промежуточном значении параметра
α она перестанет быть изолирующей, а это будет означать, что через некоторую ее гранич-
ную точку проходит замкнутая траектория, целиком лежащая в данной окрестности. Ясно,
что это предельный цикл, поскольку ничего другого по соображениям размерности быть
не может. Такая траектория (при разных значениях параметра α) существует для любого
ε, обозначим ее через γε. Очевидно, что все эти траектории различны и образуют семейство
замкнутых циклов (см. рис. 8). Таким образом, мы получаем доказательство существования
целого семейства замкнутых траекторий.

2.5. Примеры индекса Конли

В большинстве примеров в качестве N можно взять самую естественную (компакт-
ную) окрестность инвариантного множества, а в качестве L — обычное множество выхода,
расположенное на границе ∂N .

1. Источник, седло и сток на плоскости. На рисунке 9 показаны соответствую-
щие индексные пары. В качестве N во всех случаях берется диск с центром в положении
равновесия, а множество выхода L представляет собой:

(a) в случае источника — всю граничную окружность,
(b) в случае седла — две дуги,
(c) в случае стока является пустым.

Если стянуть в точку граничную окружность диска, то мы получим двумерную сферу
(рис. 9a). Если отождествить в точку две дуги, то получится пространство, которое гомото-
пически эквивалентно окружности (рис. 9b). В случае источника множество выхода пусто,
формально «сжимая его в точку», мы получаем точку, расположенную отдельно от диска
N (это правило принимается как соглашение). Таким образом, фактор-пространство пред-
ставляет собой несвязное объединение диска и точки. Поскольку диск гомотопически экви-
валентен точке, то индекс Конли в случае стока — это гомотопический тип пространства,
состоящего из пары точек (или, что то же самое, нульмерной сферы S0 = {x 2 = 1, x ∈ R}).
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Рис. 9. Индекс Конли для источника, седла и стока.

Полезно посмотреть, что произойдет, если изменить форму изолирующей окрестности.
Например так, как показано на рисунке 10. Множество выхода на границе этой окрестности
состоит из трех компонент. Одна из них, однако, не замкнута. Если рассмотреть его замыка-
ние, то есть добавить одну точку, то нарушится свойство положительной инвариантности.
Этот недостаток легко устранить, добавив кусок траектории, выделенный на рисунке 10.
После этих модификаций N и L удовлетворяют определению индексной пары. Если сжать L
в точку, то получится пространство, показанное на рисунке 10. Легко видеть, что, несмотря
на довольно сильные отличия этой индексной пары от стандартной, индекс Конли не ме-
няется: полученное фактор-пространство N/L по-прежнему гомотопически эквивалентно
окружности.

Рис. 10

2. Два седла и соединяющая их сепаратриса. Индексная пара (N,L) этого ин-
вариантного множества изображена на рисунке 11, индекс Конли — это гомотопический
тип букета двух окружностей.

Интересно обратить внимание на следующее обстоятельство. Можно продеформиро-
вать эту систему так, что сепаратрисы пройдут мимо друг друга, при этом инвариантное
множество изменится — теперь оно состоит из двух точек (рис. 12a). Индекс Конли при этом
останется тем же самым. Это совершенно естественно, поскольку индексная пара никак
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не изменилась. Гораздо более интересным является то, что в качестве принципиально иной
индексной пары мы можем теперь взять две отдельные окрестности этих точек (рис. 12b).
Множеством выхода L будут при этом четыре дуги; тем не менее, индекс Конли никак
не изменится.

Рис. 11. Индекс Конли пары седел, соединенных сепаратрисой.

Рис. 12. Индекс Конли пары несвязанных седел.

3. Градиентный поток функции Морса. Рассмотрим важный пример, который
позволяет связать между собой индексы Морса и Конли,— градиентный поток функции
Морса с невырожденной особой точкой индекса k:

f(x ) = −x2
1 − · · · − x2

k + x2
k+1 + · · · + x2

n,

ẋ = Bx , B = diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
n−k

).

Если k �= 0, то эта особая точка является гиперболической, ее устойчивое и неустойчивое
многообразия имеют размерности n−k и k. В индексной паре множество N является шаро-
вой окрестностью особой точки, а множество выхода L, расположенное на границе n-мер-
ного шара N , представляет собой прямое произведение сферы размерности k − 1 и диска
размерности n − k. Пример для n = 3, k = 2 показан на рисунке 13a. Индексную пару,
показанную на рисунке, можно изменить, взяв в качестве N трехмерный цилиндр, а в ка-
честве L — его боковую поверхность (рис. 13b). В общем случае в качестве N можно взять
прямое произведение двух дисков N = Bk × Bn−k, а в качестве L — боковую поверхность
Sk−1 × Bn−k = ∂Bk × Bn−k. С гомотопической точки зрения второй сомножитель Bn−k

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №3. С. 649–681



Бифуркационный анализ и индекс Конли в механике 663

в этих прямых произведениях является тривиальным и никакой роли не играет, поэтому,
стягивая L (то есть фактически граничную сферу Sk−1 шара Bk) в точку, мы получаем
k-мерную сферу.

Таким образом, индексом Конли особой точки градиентного потока функции Морса
индекса k является гомотопический тип k-мерной сферы.

Рис. 13. Сечения осесимметричного потока в окрестности седловой особой точки и возможные изо-
лирующие окрестности. (Более темным цветом на границе изолирующих окрестностей отмечено
множество выхода.)

3. Приложение к задаче об относительных равновесиях

3.1. Смена индекса и рождение положений равновесия

Рассмотрим систему, где гамильтониан H(x , α) — гладкая функция на R
n, зависящая

от параметра α ∈ [−1, 1], и x0 ∈ R
n — ее невырожденная особая точка при α = −1. Что

происходит с этой точкой при изменении параметра? Хорошо известно, что при малой ва-
риации параметра она остается невырожденной и ее индекс Морса не меняется (сама точка,
разумеется, может слегка изменить свое местоположение). Более того, пока она остается
невырожденной, ее индекс остается прежним. Это легко следует из соображений непрерыв-
ности и теоремы о неявной функции. Возникает следующий естественный вопрос:

может ли индекс Морса точки измениться при переходе через вырождение, и если
да, то чем сопровождается это изменение?

Рассмотрим два примера.
Первый пример совсем простой:

H(q, p;α) = α(p2 + q2).

Особая точка (0, 0), при переходе α через нуль ее индекс меняется: indM=2 �→ indM=0.
Однако при α = 0 функция H обращается в тождественный нуль и особая точка (0, 0)
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не является изолированной. Ясно, что такая ситуация не является ситуацией общего поло-
жения и потому, как правило, не встречается в приложениях.

Второй пример:
H(q, p;α) = p2 − αq2 + q4. (3.1)

Здесь при переходе α через нуль индекс особой точки (0, 0) меняется с единицы на нуль.
При этом точка (0, 0) является изолированной при каждом значении параметра. Други-
ми словами, мы имеем гладкое однопараметрическое (параметром является α) семейство
точек x (0)(α) = (0, 0), в котором индекс меняется при переходе через вырождение при α =
= 0. Заметим, что изменение индекса здесь сопровождается возникновением новых особых

точек: при α > 0 имеется еще два семейства особых точек x (1)(α) =
(

0,
√
α

2

)
, x (2)(α) =

=
(

0,−
√
α

2

)
.

Такая ситуация является неизбежной: если индекс изменился, то в сколь угодно ма-
лой окрестности рассматриваемого семейства особых точек должны существовать другие
особые точки. А именно, имеет место следующая

Теорема 2. Пусть H(x , α) — гладкая функция на R
n, гладко зависящая от парамет-

ра α ∈ [−1, 1], и x0 ∈ R
n — изолированная особая точка для H(x ;α) при каждом α. Пусть

x0 невырожденна при α �= 0, а при переходе α через нуль ее индекс Морса изменяется. То-
гда в сколь угодно малой окрестности точки x0 при некоторых значениях α обязательно
существуют другие особые точки.

Замечание. В этой теореме можно, разумеется, считать, что особая точка x0 не фиксирована,
а гладко зависит от α.

Доказательство очевидным образом следует из свойств индекса Конли. Поскольку
при α = ±1 точка x0 невырожденна, то она изолирована, и при достаточно малом ε > 0 ее
ε-окреcтность Uε является изолирующей для обоих градиентных потоков gradH(x ,±1).

По условию индексы Морса, а следовательно, и индексы Конли, различны при α = 1
и α = −1. Поскольку индекс Конли инвариантен при непрерывных деформациях потока
(см. свойство 3), то такая ситуация возможна лишь в том случае, когда при некотором
значении α рассматриваемая окрестность Uε перестает быть изолирующей. Это означа-
ет следующее. Либо на границе этой окрестности есть особая точка градиентного потока
(и теорема доказана), либо через некоторую точку окрестности проходит траектория γ(t),
которая целиком содержится в данной окрестности. Пусть x± — предельные точки траек-
тории γ(t) при t → ±∞. Поскольку речь идет о градиентном потоке, то точки x+ и x−
различны и являются особыми для для функции H. Таким образом, внутри окрестности
находятся как минимум две особые точки, что фактически и утверждает теорема.

С точки зрения динамики критические точки гамильтониана, являясь особыми точками
гамильтонова векторного поля, могут быть разделены на типы не только в зависимости от
индекса, но и в зависимости от характера собственных чисел линеаризованной системы.
В случае двух степеней свободы таких типов четыре:

1. центр–центр (две пары чисто мнимых собственных значений ±iA, ±iB),
2. центр–седло (пара чисто мнимых и пара вещественных собственных значений ±iA,

±B),
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3. седло–седло (две пары вещественных собственных значений ±A, ±B),
4. фокус–фокус (четверка комплексных собственных значений ±A± iB).

Связь между этими типами и индексом Морса такова:

– точка центр–центр может быть любого четного индекса, то есть 0, 2 или 4;

– точка центр–седло может иметь индекс 1 или 3;
– точки седло–седло и фокус–фокус всегда имеют индекс 2.

Как мы видели выше, при деформации системы изменение индекса Морса обязательно
сопровождается рождением новых или исчезновением старых положений равновесия. Про-
исходит ли аналогичное событие при изменении типа особой точки? Учитывая связь между
индексом и типом, этот вопрос можно конкретизировать следующим образом:

может ли точка индекса 2 при деформации изменять свой тип, например, переходя
из центр–центра в фокус–фокус или в седло–седло, и если да, то сопровождается ли
это рождением или уничтожением особых точек?

Для ответа на первую половину вопроса удобнее изобразить области, отвечающие раз-
личным типам особых точек на плоскости R

2 = {(a, b)} коэффициентов характеристиче-
ского полинома линеаризации гамильтоновой системы:

X (λ) = λ4 + aλ2 + b.

Эти области разделяются кривой a2 − 4b = 0 и прямой b = 0 (см. рис. 14). При изме-
нении параметра α для соответствующего семейства критических точек x (0)(α) на этой
плоскости возникает кривая σ̃(α) = (a(α), b(α)). Из рисунка 14 видно, что в типичной
ситуации точка с indM = 2 может превращаться либо из фокуса–фокуса в седло–седло,
либо из фокуса–фокуса в центр–центр (и наоборот). При этом в случае общего положения
никаких дополнительных особых точек не возникает и не исчезает; тем не менее, при де-
формации фокуса–фокуса в центр-центр возникают периодические траектории, иногда эту
бифуркацию называют гамильтоновой бифуркацией Хопфа [27]. На бифуркационной диа-
грамме в плоскости R

2 = {(α,H)} (см. следующий раздел) мы бифуркации этого типа
никак заметить не сможем.

Превращение центра–центра в седло–седло тоже возможно, но эта бифуркация не яв-
ляется бифуркацией общего положения.

3.2. Бифуркационная диаграмма и ее анализ

В задачах механики довольно часто приходится иметь дело с поиском и анализом поло-
жений равновесия гамильтоновых систем, зависящих от какого-либо выделенного парамет-
ра. Это, в сущности, сводится к анализу критических точек гамильтониана H(x , α), кото-
рый представляет собой гладкую (аналитическую) функцию фазовых переменных x ∈ R

n

и параметра α.
Один из наиболее часто встречающихся примеров связан с поиском относительных по-

ложений равновесия гамильтоновой системы, обладающей циклическим интегралом (см.
подробнее следующий раздел). В данном случае задача сводится к поиску критических
точек гамильтониана H(x , α), редуцированного по действию интеграла, где α — значение
циклического интеграла. Как правило, почти при всех значениях параметра критические
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Рис. 14. Области на плоскости коэффициентов характеристического полинома, соответствующие
различным типам неподвижных точек, и типичная кривая σ̃(α), отвечающая семейству неподвиж-
ных точек indM = 2.

точки оказываются невырожденными и образуют однопараметрические семейства x (i)(α),
i = 1, . . . ,m. При этом на плоскости значений первых интегралов R

2 = {(α,H)} есте-
ственным образом могут быть построены бифуркационные кривые σi, отвечающие особым
точкам, которые задаются графиками вида

σi : hi(α) = H(x (i)(α), α).

Вычислив индексы Морса гамильтониана для соответствующих семейств особых то-
чек x (i)(α), мы можем расставить их на соответствующих кривых σi и проследить за их
сменой при изменении параметра α. Данная схема называется бифуркационной диаграммой
системы.

Часто проблема заключается в том, что нам известна лишь частичная информация
о критических точках H, то есть мы не знаем их полного описания. Чтобы избежать оши-
бок и «предсказать» верный результат, важно понимать возможные сценарии смены индек-
са при движении точки вдоль ветви бифуркационной диаграммы. Так, сформулированная
выше теорема может помочь, например, в следующей ситуации. Предположим, что нам из-
вестно однопараметрическое семейство положений равновесия x (0)(α) (гладкое по α) и мы
знаем, что при переходе через некоторое значение параметра α0 индекс Морса точки x (0)(α)
изменился. Это означает, что в этот момент обязано произойти «рождение» некоторого но-
вого семейства особых точек. Другими словами, частичная информация о некоторых по-
ложениях равновесия может в качестве следствия иметь существование других положений
равновесия.

Для иллюстрации вновь рассмотрим второй пример с функцией (3.1) и будем пред-
полагать, что нам известно лишь одно семейство особых точек x (0)(α) = (0, 0). Построим
соответствующую бифуркационную кривую σ0 : h0(α) = 0, α ∈ [−1, 1] (рис. 15a); мы видим,
что, согласно теореме 2, эта диаграмма неполна. Полная диаграмма должна содержать кри-
вые, соответствующие «родившимся» при α = 0 положениям равновесия x (1)(α), x (2)(α),

которым в данном случае соответствует одна и та же кривая σ1 : h0(α) = −α
2

2
(см. рис. 15b).

Замечание. На самом деле более подробное изучение индекса Конли дает информацию
и о «взаимодействии» индексов разных семейств особых точек, сходящихся в точке бифуркации,
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Рис. 15. Бифуркационная диаграмма системы (3.1).

что дает возможность при изучении конкретной системы формулировать правильные гипотезы
и тестировать полученные результаты.

Укажем еще одно простое соображение, часто используемое при анализе бифуркаци-
онных диаграмм. Пусть имеется два семейства критических точек гамильтониана H(x , α),
которые обозначим как x (1)(α), x (2)(α), так что соответствующие им бифуркационные кри-
вые на плоскости (α,H) определяются графиками функций h1(α) = H(x (1)(α), α), h2(α) =
= H(x (2)(α), α).

Если при некотором значении параметра α = α0 эти семейства пересекаются в фа-
зовом пространстве, то есть x (1)(α0) = x (2)(α0), то соответствующие им бифурка-
ционные кривые пересекаются при α=α0 и в точке пересечения касаются друг друга:

h1(α0) = h2(α0),
dh1

dα
(α0) = dh2

dα
(α0).

Для доказательства достаточно вычислить производную вдоль бифуркационных кри-
вых с учетом условия критичности точек семейства:

dhi

dα
=
∂H(x , α)

∂α

∣∣∣∣
x=x (i)(α)

+
(∑

k

∂H(x , α)
∂xk

dx
(i)
k (α)
dα

)∣∣∣∣∣
x=x (i)(α)

=
∂H(x (i)(α), α)

∂α
,

следовательно, если x (1)(α0) = x (2)(α0), то и
dh1

dα
(α0) =

dh2

dα
(α0).

Иллюстрацией служит рисунок 15b, где слиянию двух ветвей σ0, σ1 при α = 0 соответ-
ствует пересечение трех семейств особых точек x (0)(α), x (1)(α) и x (2)(α).

Из данного утверждения, в частности, следует, что если на бифуркационной диаграм-
ме ветви пересекаются трансверсально, то соответствующие семейства критических точек
изолированы друг от друга в фазовом пространстве.

В качестве примера рассмотрим функцию

H(q, p, α) = p2 + q4 +
4
3
αq3 − q2, α ∈ [−1, 1], (3.2)

которая при всех α имеет три семейства особых точек

x (0)(α) = (0, 0), x (1)(α) =

(
0,−α

2
+

√
α2 + 2

2

)
, x (2)(α) =

(
0,−α

2
−

√
α2 + 2

2

)
.
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Соответствующая бифуркационная диаграмма содержит три различных кривых

σ0 : h0(α) = 0, σ1 : h1(α) = −α
4

6
− α2

2
− 1

4
+
α(α2 + 2)3/2

6
, σ2 : h2(α) = −α

4

6
− α2

2
− 1

4
−

− α(α2 + 2)3/2

6
(см. рис. 16). Как видно из рисунка, кривые σ1, σ2 пересекаются при α = 0,

хотя соответствующие им семейства критических точек x (1)(α), x (2)(α) не имеют общих
точек в фазовом пространстве R

2 = {(q, p)}.

Рис. 16. Бифуркационная диаграмма системы (3.2).

Следующий раздел служит иллюстрацией этих идей.

4. Относительные равновесия в задаче трех вихрей в круге

4.1. Уравнения движения и редукция

В качестве примера мы будем рассматривать систему, описывающую динамику трех
одинаковых точечных вихрей в круговой области на плоскости. Выберем начало неподвиж-
ной системы координат O в центре круга, положим интенсивности вихрей равными еди-
нице, а их положение будем задавать полярными координатами rk, ϕk (см. рис. 17), тогда
уравнения движения представляются в гамильтоновой форме [4]

ṙk = {rk,H} = 1
rk
∂H
∂ϕk

, ϕ̇k = {ϕk,H} = − 1
rk
∂H
∂rk

, k = 1, 2, 3,

H = − 1
4π

3∑
k<j

ln
r2k + r2j − 2rkrj cos(ϕk − ϕj)

R4 + r2kr
2
j − 2R2rkrj cos(ϕk − ϕj)

+ 1
4π

3∑
k=1

ln(R2 − r2k),
(4.1)

где скобка Пуассона определяется соотношениями {rk, ϕj} =
δkj

rk
.

Уравнения движения вихрей (4.1) допускают один дополнительный первый интеграл
движения — момент завихренности, который в данном случае записывается в форме

I = 1
2

3∑
k=1

r2k. (4.2)

Существование этого интеграла является следствием инвариантности уравнений движения
относительно поворотов вокруг центра круга.
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Для нахождения относительных равновесий выполним редукцию по симметрии; для это-
го перейдем к новым переменным ρk, ψk, k = 1, 2, 3, I = ρ3 по формулам

ψ1 = ϕ1 − ϕ3, ψ2 = ϕ2 − ϕ3, ψ3 = ϕ3,

ρ1 = r21/2, ρ2 = r22/2, ρ3 = I = (r21 + r22 + r23)/2,
(4.3)

где ψk ∈ (−π, π), k = 1, 2, 3, — угловые переменные (см. рис. 17).

Рис. 17. Определение переменных.

Можно показать, что новые координаты являются ка-
ноническими:

{ρ1, ψ1} = {ρ2, ψ2} = {I, ψ3} = 1,

остальные скобки равны нулю.
Всюду в дальнейшем без ограничения общности будем

полагать
R = 1.

При этом области изменения переменных (4.3) и интеграла
момента (4.2) задаются явно следующим образом:

0 < ρk < 1/2, −π < ψk < π,

k = 1, 2, 0 < I < 3/2.

Выразив из (4.3) координаты вихрей

ϕ1 = ψ1 + ψ3, ϕ2 = ψ2 + ψ3, ϕ3 = ψ3,

r1 =
√

2ρ1, r2 =
√

2ρ2, r3 =
√

2(I − ρ1 − ρ2)
(4.4)

и подставив их в гамильтониан (4.1), получим

H = − 3
4π

ln 2 +
1
4π
[
ln(1 − 2ρ1) + ln(1 − 2ρ2) + ln(1 − 2(I − ρ1 − ρ2))

]−
− 1

4π

[
ln

ρ1 + ρ2 − 2
√
ρ1ρ2 cos(ψ1 − ψ2)

1 + 4ρ1ρ2 − 4
√
ρ1ρ2 cos(ψ1 − ψ2)

+

+ ln
I − ρ1 − 2

√
ρ2(I − ρ1 − ρ2) cosψ2

1 + 4ρ2(I − ρ1 − ρ2) − 4
√
ρ2(I − ρ1 − ρ2) cosψ2

+

+ ln
I − ρ2 − 2

√
ρ1(I − ρ1 − ρ2) cosψ1

1 + 4ρ1(I − ρ1 − ρ2) − 4
√
ρ1(I − ρ1 − ρ2) cosψ1

]
.

(4.5)

Таким образом, функция Гамильтона не зависит от ψ3, то есть переменная ψ3 — цикличе-
ская. Следовательно, уравнения движения, описывающие эволюцию переменных ρ1, ρ2, ψ1,
ψ2, отделяются и представляются в канонической гамильтоновой форме

ρ̇k =
∂H(I, ρ1, ρ2, ψ1, ψ2)

∂ψk
, ψ̇k = −∂H(I, ρ1, ρ2, ψ1, ψ2)

∂ρk
, k = 1, 2. (4.6)

Итак, мы выполнили редукцию исходной системы к гамильтоновой системе с двумя степе-
нями свободы (4.6), параметрически зависящей от значения первого интеграла I.

Как известно, рассматриваемые относительные равновесия, то есть периодические ре-
шения системы (4.1), являются неподвижными точками приведенной системы (4.6) и, сле-
довательно, определяются критическими точками гамильтониана (4.5).
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4.2. Известные стационарные конфигурации и бифуркационная
диаграмма

1. Известные конфигурации. Хорошо известны две стационарные конфигурации
трех вихрей в круговой области:

– равносторонний треугольник (томсоновская конфигурация) (рис. 18a);

– симметричная коллинеарная конфигурация (рис. 18b).

Рис. 18. Известные стационарные конфигурации трех вихрей в круге.

Замечание. Подобные конфигурации существуют и в общей задаче N одинаковых вихрей
(равносторонний полигон и симметричная относительно центра коллинеарная конфигурация). Ре-
зультаты по их устойчивости содержатся в работах [8, 9, 26]. В работе [9] отмечено, что в случае
трех вихрей имеется изолированное значение параметра, при котором томсоновская конфигурация
теряет устойчивость.

Возникает естественный вопрос:

исчерпывают ли данные конфигурации все возможные относительные равновесия
в данной системе?

В соответствии с подходом, изложенным в разделе 3, прежде всего на плоскости значе-
ний первых интегралов I, H необходимо построить бифуркационную диаграмму системы,
на которой рассматриваемые семейства критических точек соответствуют бифуркационным
кривым.

Кроме того, расставим на бифуркационных кривых индекс Морса редуцированного
гамильтониана H (см. рис. 19). После такой модификации бифуркационная диаграмма
позволит ответить на вопросы, касающиеся существования, типа и числа относительных
равновесий рассматриваемой системы.

Замечание. Бифуркационную диаграмму в некоторых работах называют также диаграммой
Смейла [13] или диаграммой энергии–момента [17] в зависимости от области исследований. Некото-
рые авторы (см., например, [17]) метод анализа устойчивости на основе бифуркационной диаграммы
называют также методом энергии–момента.

Бифуркационные кривые известных стационарных конфигураций строятся следу-
ющим образом.
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Рис. 19. Бифуркационные кривые для известных стационарных конфигураций трех вихрей в круге
(T — томсоновская конфигурация, Cs — коллинеарная конфигурация).

Томсоновская (равносторонняя) конфигурация, которую будем обозначать буквой T,
соответствует двум семействам критических точек гамильтониана (4.5), определяемых со-
отношениями

1 семейство : ρ1 = ρ2 =
I

3
, ψ1 =

2π
3
, ψ2 = −2π

3
,

2 семейство : ρ1 = ρ2 =
I

3
, ψ1 = −2π

3
, ψ2 =

2π
3
,

(4.7)

где величина интеграла момента I является параметром семейства, она связана с расстоя-

нием от вихрей до центра круга соотношением r =

√
2
3
I. Эти два семейства соответствуют

зеркально-симметричным конфигурациям.
Коллинеарная симметричная конфигурация, которую обозначим Cs, определяет три

семейства критических точек, различающихся номером вихря в центре круга

1 семейство : ρ1 = I
2 , ρ2 = 0, ψ1 = π,

2 семейство : ρ1 = 0, ρ2 = I
2 , ψ2 = π,

3 семейство : ρ1 = ρ2 = I
2 ,

(4.8)

где I — параметр семейства, связан с расстоянием от нецентральных вихрей до центра
круга соотношением r =

√
I.

Переменные (4.3) непригодны для анализа коллинеарной симметричной конфигурации,
так как один из вихрей находится в центре круга, вследствие чего либо один из углов ψk,
либо оба сразу не могут быть определены (это аналогично особенности в начале координат
при определении полярных координат). Тем не менее, каноническая замена переменных
позволяет решить эту проблему; так, для первого семейства в (4.8) она имеет вид√

2ρ2 cosψ2 = X,
√

2ρ2 sinψ2 = Y, {X,Y } = 1. (4.9)

Из-за симметрии исходной системы (при Γ1 = Γ2 = Γ3) относительно перестановок номеров
вихрей результаты для остальных двух семейств получаются идентичными.
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Вследствие симметрии относительно перестановки номеров вихрей (что выполняется
лишь в случае равных интенсивностей Γ1 = Γ2 = Γ3) все пять семейств критических точек
для томсоновской и коллинеарной симметричной конфигураций определяют лишь две би-
фуркационные кривые на плоскости интегралов I, H, которые можно представить в форме

томсоновская : H(I) =
3
4π

ln
1−
(2I

3

)3

2I
,

коллинеарная : H(I) =
1
4π

ln
(1 − I2)2

4I3
.

(4.10)

На рисунке 19a представлена бифуркационная диаграмма для томсоновской (T) и кол-
линеарной (Cs) конфигураций. Области изменения интеграла момента (4.2) определяются
неравенствами

0 � I � 3
2 для томсоновской конфигурации,

0 � I � 1 для коллинеарной конфигурации.

Левая граница (I = 0) соответствует случаям, когда все вихри находятся в центре круга,

правая граница (I =
3
2
и I = 1) соответствует случаям, когда вихри касаются границ круга

(кроме центрального вихря для коллинеарной конфигурации). Во всех случаях энергия
конфигураций стремится к +∞ на левой границе и к −∞ на правых границах, поэтому
при приближении к этим значениям интеграла I на бифуркационной диаграмме (рис. 19)
наблюдается асимптотическое поведение бифуркационных кривых H(I), соответствующих
неподвижным точкам.

Замечание. При малых значениях параметра I бифуркационная диаграмма для томсонов-
ской и коллинеарной конфигураций изоморфна плоскому случаю.

Как было показано выше, каждой точке на бифуркационных кривых соответствует
несколько неподвижных точек системы (4.6). Это справедливо также и для других возмож-
ных значений (I0,H0), не лежащих на кривых,— им, как правило, соответствует несколь-
ко различных компонент несвязного интегрального многообразия MI0,H0 = {z | H(z ) =
= H0, I(z ) = I0}, где z обозначает набор фазовых переменных системы.

2. Индексы томсоновской и коллинеарной симметричной конфигураций.
Расставим индекс Морса на ветви бифуркационной диаграммы, соответствующей томсонов-
ской конфигурации. Для этого обозначим переменные приведенной системы x = (ρ1, ρ2, t1, t2)

и вычислим матрицу квадратичной части гамильтониана B =
∥∥∥∥ ∂2H

∂xi∂xj

∥∥∥∥ для любого из се-
мейств (4.8). В точках смены индекса собственные значения матрицы B меняют знак (об-
ращаются в нуль), они находятся из уравнения detB = 0, которое в данном случае имеет
вид [9]

5p6 + 9p5 + 5p3 + 9p2 − 1 = 0, p = r2 = 2
3I. (4.11)

В области изменения интеграла момента 0 � I � 3
2
лежит лишь один корень этого урав-

нения IT
1 ≈ 0.456, соответствующую точку на бифуркационной кривой обозначим C(T)

1 .
Вычисление индекса слева от точки бифуркации дает ind = 0, справа — ind = 2 (рис. 19).
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Аналогично находим, что точки бифуркации для коллинеарной симметричной конфи-
гурации определяются уравнением

(81p7 +27p6 +369p5 +54p4 −312p3 +144p−32)(9p4 +27p3 +9p2−12p−4) = 0, p = r2 = 2
3I.

(4.12)
В области изменения интеграла момента 0 � I � 1 имеется две точки бифуркации ICs

1 ≈
≈ 0.379 и ICs

2 ≈ 0.938 (соответствующие точки на бифуркационной кривой обозначим C(Cs)
1 ,

C(Cs)
2 ). Вычисление индекса квадратичной части H дает следующие результаты:

indM = 1, I < ICs
1 ,

indM = 2, ICs
1 < I < ICs

2 ,

indM = 1, I > ICs
2 .

4.3. Новые стационарные конфигурации и их устойчивость

Из рисунка 19, изображающего бифуркационные кривые T и Cs для томсоновской
и коллинеарной конфигураций, видно, что

1) кривые T и Cs пересекаются трансверсально,

2) на бифуркационных кривых T и Cs имеются изолированные точки, в которых проис-
ходит смена индекса критических точек гамильтониана, отвечающих данным кривым.

Опираясь на результаты предыдущего раздела, можно сделать следующие выводы:

во-первых, в фазовом пространстве критические точки, соответствующие различ-
ным семействам T и Cs, изолированы друг от друга при всех значениях параметра I
(так как для неизолированных семейств бифуркационные кривые в точке слияния
или пересечения касаются друг друга);

во-вторых, согласно теореме 2 об изолированном семействе, в точках смены индекса
должны рождаться новые критические точки, соответствующие ранее неизвест-
ным конфигурациям.

Покажем, что в данном случае имеет место второй вариант, то есть при смене индекса
рождаются новые стационарные конфигурации.

Ясно, что искомые новые конфигурации при изменении параметров должны стремить-
ся к томсоновской или коллинеарной симметричной конфигурациям так, чтобы соответ-
ствующие им бифуркационные кривые на плоскости I, H сливались с кривыми T, Cs в точ-
ках смены индекса. Кроме того, естественно ожидать, что для новых конфигураций сим-
метрия уменьшится, но не пропадет полностью (см., например, [15, 16]).

Возможные конфигурации, которые удовлетворяют этим требованиям,— это равнобед-
ренная и коллинеарная несимметричная конфигурации (рис. 20a, b).

3. Равнобедренная конфигурация В окрестности каждой из двух томсоновских
конфигураций (которые отличаются четностью перестановки номеров вихрей) могут по-
явиться три равнобедренные конфигурации, различающиеся номером вихря при вершине
(см. рис. 21).
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Рис. 20. Новые стационарные конфигурации трех вихрей в круге.
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Рис. 21. Появление равнобедренных конфигураций из томсоновских.

Вследствие симметрии исходной системы относительно перестановок номеров вихрей,
достаточно рассмотреть одну из этих шести конфигураций. Таким образом, искомое семей-
ство критических точек приведенного гамильтониана (4.5) будем искать в виде

ρ1 = ρ2 = r2

2 , ψ1 = −ψ2 = q. (4.13)

Обозначим подмногообразие, определенное этими соотношениями, как

Mis = {(ρ1, ρ2, ψ1, ψ2) | ρ2 = r2

2 , ψ1 = −ψ2 = q}. (4.14)

Подставляя соотношения (4.14) в условия экстремальности гамильтониана (4.5), полу-
чим следующие уравнения:

∂H

∂ρ1

∣∣∣∣
Mis

=
∂H

∂ρ2

∣∣∣∣
Mis

= Ris(r, q, I) = 0,

∂H

∂ψ1

∣∣∣∣
Mis

=
∂H

∂ψ2

∣∣∣∣
Mis

= Ψis(r, q, I) = 0.
(4.15)

Функции Ris(r, q, I), Ψis(r, q, I) довольно громоздкие, поэтому мы их здесь не приводим
(они могут быть легко получены из гамильтониана (4.5) при помощи какого-либо пакета
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аналитических вычислений, например, Maple или Mathematica и т. п.). Решая эту систему
относительно переменных r, q, получим однопараметрическое семейство (или несколько се-
мейств) критических точек, параметризуемое величиной интеграла I, которое соответствует
равнобедренным конфигурациям.

Точное аналитическое решение системы (4.15) получить невозможно, поэтому будем
решать ее численно, используя метод продолжения по параметру. На примере равнобед-
ренной конфигурации опишем этот процесс более подробно.

Сначала ограничим гамильтониан (4.5) на подмногообразие Mis:

His = − 3
4π

ln 2 +
1
4π
[
2 ln(1 − r2) + ln(1 − 2(I − r2))

]−
− 1

4π

[
ln

r2(1 − cos 2q)
1 + r4 − 2r2 cos 2q

+ 2 ln
2I − r2 − 2r

√
2(I − r2) cos q

2(1 + 2r2(I − r2) − 2r
√

2(I − r2) cos q)

]
.

(4.16)

Согласно (4.15), критические точки исходного гамильтониана на многообразии Mis совпа-
дают с критическими точками His.

Затем выберем значение интеграла момента I0, близкое к бифуркационному значе-
нию IT

1 , и в окрестности томсоновской конфигурации zT(I0) = (r2 = 2
3I0, q = 2π

3 ) численно
найдем критическую точку z∗(I0) гамильтониана His, отличную от zT(I0). Изменим значе-
ние интеграла момента на малую величину I1 = I0 + δ, и в окрестности найденной точки
z∗(I0) найдем новую критическую точку z∗(I1). Продолжая эту процедуру, построим семей-
ство критических точек, отвечающих равнобедренной конфигурации zis(I). Для найденных
семейств построим бифуркационные кривые на плоскости первых интегралов и укажем
индекс полного гамильтониана (4.5) для каждой из ветвей.

Используя описанный метод, мы нашли два семейства (без учета перестановки вихрей)
равнобедренных конфигураций, которые обозначим T(1)

is , T
(2)
is (рис. 22, 23).

Замечание. С учетом перестановок номеров вихрей число семейств равнобедренных конфи-
гураций необходимо умножить на 6.

Найденные равнобедренные конфигурации обладают следующими свойствами (см.
рис. 22, 23):

– семейство T(1)
is продолжается по обе стороны от точки бифуркации C(T)

1 , причем при I >
> I

(T)
1 оно продолжается вплоть до точки C(Cs)

2 , где сливается с семейством коллинеар-
ных симметричных конфигураций, а при I < I

(T)
1 оно продолжается до точки возврата

I = I(Tis) ≈ 0.442, в которой рождается второе семейство равнобедренных конфигура-
ций T(2)

is ,

– семейство T(2)
is при I > I(Tis) продолжается до второй точки возврата при I → 1

2 , в ко-
торой сливается с семейством коллинеарных несимметричных конфигураций (которое
будет описано ниже),

– индекс квадратичной части гамильтониана для семейства T(1)
is всюду при I �= I

(T)
2

равен 1,

– индекс квадратичной части гамильтониана для T(2)
is всюду равен 0.

Таким образом, используя численный анализ критических точек системы (4.6), то есть
относительных равновесий исходной системы (4.1), мы доказали следующую теорему.
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Рис. 22. Бифуркационная диаграмма для стационарных конфигураций трех вихрей в круге (T — томсоновская,Cs — коллинеарная
симметричная, Tis — равнобедренная, Cn — коллинеарная несимметричная). Серым цветом отмечена область возможных значений
интегралов I, H .
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Рис. 23. Схематическое изображение бифуркационной диаграммы (без соблюдения масштаба). Серым цветом отмечена область
возможных значений интегралов I, H .
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Теорема 3. В задаче трех одинаковых вихрей в круге существует два (с точностью
до перестановки номеров вихрей ) семейства равнобедренных стационарных конфигураций
T(1)

is , T(2)
is .

4. Коллинеарная несимметричная конфигурация. В окрестности каждой
из трех коллинеарных симметричных конфигураций, которые отличаются номером вихря
в центре, появляются две коллинеарные несимметричные конфигурации, различающиеся
четностью перестановки номеров вихрей и номером вихря, который находится по другую
сторону от двух других вихрей относительно центра (см. рис. 24).

12 3

12 3

12 3

Рис. 24. Появление коллинеарных несимметричных конфигураций.

Вследствие симметрии исходной системы относительно перестановок номеров вихрей,
достаточно рассмотреть одну из этих шести конфигураций. Таким образом, искомое семей-
ство критических точек приведенного гамильтониана (4.5) будем искать в виде

ρ1 =
r21
2 , ρ2 =

r22
2 , ψ1 = ψ2 = π. (4.17)

Обозначим подмногообразие, определенное этими соотношениями, как

Mn = {(ρ1, ρ2, ψ1, ψ2) | ρ1 =
r21
2 , ρ2 =

r22
2 , ψ1 = ψ2 = π}. (4.18)

Подставляя соотношения (4.18) в условия экстремальности гамильтониана (4.5), полу-
чим следующие уравнения:

∂H

∂ρ1

∣∣∣∣
Mn

=
∂H

∂ρ2

∣∣∣∣
Mn

= Rn(r1, r2, I) = 0,

∂H

∂ψ1

∣∣∣∣
Mn

=
∂H

∂ψ2

∣∣∣∣
Mn

= Ψn(r1, r2, I) = 0.
(4.19)

Функции Rn(r1, r2, I), Ψn(r1, r2, I) мы также не приводим здесь в силу их громоздкости.
Решая эту систему методом продолжения по параметру относительно переменных r1, r2,
получим одно семейство критических точек (будем обозначать его Cn), параметризуемое
величиной интеграла I и соответствующее коллинеарным несимметричным конфигураци-
ям. Для найденного семейства построим бифуркационную кривую на плоскости первых
интегралов и укажем индекс квадратичной части гамильтониана (4.5) (рис. 22).

Замечание. С учетом перестановок число семейств коллинеарных несимметричных конфи-
гураций необходимо также умножить на 6.
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Найденные коллинеарные несимметричные конфигурации обладают следующими свой-
ствами (см. рис. 23):

– семейство Cn рождается в точке I = I
(Cs)
1 и продолжается до точки возврата при I→ 1

2 ,

в которой оно сливается с семейством равнобедренных конфигураций T(2)
is ,

– индекс квадратичной части гамильтониана для Cn всюду равен 1.

Таким образом, используя численный анализ критических точек системы (4.6), мы
доказали следующую теорему.

Теорема 4. В задаче трех одинаковых вихрей в круге существует одно (с точностью
до перестановки номеров вихрей ) семейство Cn коллинеарных несимметричных стацио-
нарных конфигураций.

5. Дискуссия

Интересно сравнить полученные результаты для трех вихрей равной интенсивности
в круге с аналогичными результатами А.Албуи в задаче четырех одинаковых вихрей на плос-
кости [15, 16]. В частности, А.Албуи показал, что имеется стационарная конфигурация,
в которой три вихря образуют равнобедренный треугольник, а четвертый расположен на его
оси симметрии; в случае вихрей в круге, центр круга играет роль четвертого вихря.

Отметим еще один результат, который также можно пытаться обобщить на рассматри-
ваемую нами задачу,— это теорема о конечности числа относительных равновесий в задаче
четырех вихрей на плоскости при произвольных интенсивностях [25]. Для вихрей в круге
вопрос о конечности числа стационарных конфигураций при произвольных интенсивностях
требует дополнительных исследований, так как в доказательствах работы [25] существен-
ным образом используется однородность уравнений движения.

В заключение укажем также, что было бы интересно применить методы, развитые
в данной работе, к поиску и анализу частных решений в неконсервативных моделях вихре-
вой динамики (в частности, к задачам о динамике точечных вихреисточников [19] и дисси-
пирующих вихрей [32]).

Авторы благодарны А.А.Килину и С.М.Гусейн-Заде за полезные обсуждения в ходе
работы.
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