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Рассмотрим интегрируемую систему с интегралами движения
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используя обозначения, принятые в обсуждаемой статье [4]. Скобки Пуассона между дина-
мическими переменными{
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= 0, (2)

являются скобками Ли–Пуассона на алгебре Ли e∗(3). Так как

{H,K} = 8cα3M1M2(α1M1 + α2M2 + α3M3),

то данная система является интегрируемой только при нулевом значении интеграла пло-
щадей

C = α1M1 + α2M2 + α3M3 = 0. (3)

При b = 0 эта интегрируемая система и переменные разделения для нее были построены
С.А.Чаплыгиным в работе [5]. Обобщение результатов Чаплыгина на случай пучка скобок
Пуассона приведено в книге [2].

Сингулярное слагаемое к гамильтониану было добавлено Д.Н. Горячевым в работе [3].
Доказательство того, что переменные разделения Чаплыгина являются переменными раз-
деления и для случая Горячева b = 0, приведено в работе [9].

Получено 30 сентября 2011 года

Цыганов Андрей Владимирович
andrey.tsiganov@gmail.com
Санкт-Петербургский государственный университет
199034, Россия, г. Санкт-Петербург, Университетская наб., 7-9

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №3. С. 715–717



716 А.В.Цыганов

Случаи Чаплыгина и Горячева являются частными случаями так называемого гиро-
стата Ковалевской –Горячева –Чаплыгина, гамильтониан которого отличается от приведен-
ного выше (1) добавлением линейных по моментам M и по координатам α слагаемых.
Комплексные переменные для данной более общей системы приведены в [8]. Обсуждение
комплексных и вещественных переменных разделения для данной конкретной системы, со-
ответствующих r-матриц и широкого круга вопросов, связанного с применимостью метода
разделения переменных для других интегрируемых систем, может быть найдено в книге [1].

В работе [4] утверждается, что новые переменные разделения для случая Горячева
могут быть найдены с помощью геометрического метода Харламова. При c = 1 и α2

1 +
+ α2

2 + α2
3 = 1 по определению (см. формулу (7) в [4]) данные переменные u1, u2 являются

корнями полинома
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и k — постоянная интеграла K. Однако легко проверить, что корни данного полинома
не коммутируют друг с другом,

{u1, u2} = 0,

относительно исходной скобки Пуассона (2) даже при нулевом значении интеграла площа-
дей (3) и, тем самым, не являются переменными разделения. Напомним, что, согласно [6],
переменными разделения называются канонические относительно скобки Пуассона пере-
менные.

Таким образом, применение геометрического метода Харламова к случаю Горячева
в работе [4] приводит к некоммутирующим относительно скобки Пуассона переменным,
которые не являются переменными разделения. Для того чтобы понять, что же дает метод
Харламова в обсуждаемом случае, мы перейдем к переменным разделения Чаплыгина [5]:
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На нулевом уровне интеграла площадей переменные q1,2 коммутируют друг с другом,

{q1, q2} = 0,

относительно исходной скобки Пуассона, как и положено в методе разделения перемен-
ных [6]. Используя эти переменные q1,2 и соответствующие канонически сопряженные им-
пульсы p1,2 [9, 10], некоммутирующие корни полинома (4) можно переписать в следующем
виде:

u1 = 8(q21 − 1)p2
1 − 2q1 + 2H, u2 = 8(q22 − 1)p2

2 − 2q2 + 2H.

Так как любая функция от пары сопряженных переменных разделения вида si(pi, qi) также
является переменной разделения [6], то можно определить следующий набор коммутирую-
щих переменных разделения:

s1(q1, p1) = u1 − 2H, s2(q2, p2) = u2 − 2H.

Заметим, что абсолютно такой же сдвиг вспомогательных переменных u1,2 для получения
коммутирующих переменных разделения s1,2 использовала и С.В.Ковалевская [7] в своем
случае.
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Таким образом, становится понятно, что для построения настоящих переменных раз-
деления в случае Горячева геометрический метода Харламова приводит к ошибочным ре-
зультатам и, следовательно, его необходимо дополнить (например, методами пуассоновой
геометрии или другими методами). Только в этом случае мы действительно получим пере-
менные разделения, которые, тем не менее, полностью эквивалентны известным перемен-
ным разделения Чаплыгина.
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