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Введение

Одной из фундаментально важных особенностей динамических систем с ограниченным
типом установившихся движений является возврат Пуанкаре. Возврат Пуанкаре означает,
что любая фазовая траектория, проходящая в момент времени t0 через некую точку 	x0,
бесконечное число раз при t→ ∞ вернется в ее ε-окрестность [1]. В зависимости от режима
функционирования системы времена возврата будут либо const (если движение есть устой-
чивое периодическое), либо квазипериодическими (при движении на n-мерных торах), либо
представлять собой случайную последовательность времен τk = tk+1 − tk, где tk отвечают
временам попадания фазовой траектории в ε-окрестность 	x0. Именно случайный характер
последовательности времен возврата характеризует движения на хаотических аттракто-
рах диссипативных нелинейных систем, которые мы будем анализировать в данной работе.
Для хаотических аттракторов времена первого возврата ограничены: τk = tk+1 − tk < L
для любых k = 1, 2, . . ., что является следствием наличия в системе минимального мно-
жества [1, 2]. Движения на аттракторе, удовлетворяющие указанным свойствам, Пуанкаре
назвал устойчивыми по Пуассону.

Анализу проблемы возвратов Пуанкаре посвящено очень большое количество публика-
ций (см. [1] и приведенный список литературы). Различают два подхода к анализу проблемы
возвратов Пуанкаре. Первый подход основан на теореме Каца, которая устанавливает связь
среднего времени возврата с вероятностной мерой [3]:

〈τ(x0, ε)〉 = 1
P (x0, ε)

, (1)

где 〈τ(x0, ε)〉 — среднее время возврата фазовой траектории в ε-окрестность выбранной точ-
ки x0, принадлежащей аттрактору, ε� 1 — малая окрестность точки x0 (например, шар или
куб, окружающий точку x0), P (x0, ε) — вероятность посещения траекторией ε-окрестности
точки x0. Теорема Каца справедлива как для динамических систем в отсутствие шумов, так
и для систем с добавлением аддитивного шума. Воздействие шума вызывает нелинейные
изменения вероятностной меры аттрактора и, соответственно, изменения величины сред-
него времени возврата, однако теорема Каца (1) остается справедливой [4]. Для расчета
среднего времени возврата (1) в присутствии шума необходимо знать вероятностную меру
зашумленного аттрактора. Подход на основе теоремы Каца, связанный с анализом возвра-
тов Пуанкаре в окрестность заданной точки, назовем локальным. Существует иной под-
ход, который оценивает возврат Пуанкаре для всего множества траекторий на аттракторе.
В основу второго подхода положено иное определение времени возвратов. Для окрестности
каждой точки аттрактора определяется минимальное время первого возврата inf τ(x0, ε),
а затем эти времена усредняются по всему аттрактору. Для среднего минимального вре-
мени первого возврата Пуанкаре 〈τinf(ε)〉 в любую область аттрактора величиной ε � 1
получено общее выражение [1, 5]

〈τinf(ε)〉 ∼ φ−1
(
εd/αC

)
, (2)

где функция φ может иметь вид φ(t) ∼ 1
t
, φ(t) ∼ e−t, φ(t) ∼ e−t2 и т. д., что зависит от то-

пологической энтропии системы. В выражении (2) d — размерность фазового пространства
системы, αC — размерность Афраймовича –Песина (АП-размерность) возвратов Пуанкаре.
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Если функция φ(t) ∼ t−1, то из (2) следует

〈τinf(ε)〉 ∼ ε
− d
αC . (3)

Если φ(t) ∼ e−t, то, как показано в [6], в пределе ε→ 0 выражение (1) преобразуется к виду

〈τinf(ε)〉 ∼ − d
αC

ln ε. (4)

Установлено, что соотношение (3) справедливо для хаотических множеств с тополо-
гической энтропией hT = 0, таких, например, как аттрактор Фейгенбаума в критической
точке его рождения. Если множество характеризуется отличной от нуля топологической
энтропией hT > 0, то функция φ(t) ∼ e−t, e−t2 и т. д. [1]. Экспериментально установле-
но [6], что для хаотических аттракторов наиболее типичен случай φ(t) ∼ e−t и зависимость
〈τinf(ε)〉 подчиняется асимптотической закономерности (4).

Из выражения (2) следует, что проблема возвратов Пуанкаре непосредственно связана
с размерностью. При этом роль играют как размерность фазового пространства d, так
и АП-размерность множества времен возврата Пуанкаре αC . Как будет показано ниже,
из (1) следует взаимосвязь времен возврата с размерностью хаотического множества.

В настоящей работе исследуются характеристики возвратов Пуанкаре в двумерных
дискретных системах с хаотическими аттракторами. Методами численного эксперимента
анализируются времена возвратов Пуанкаре при локальном и глобальном подходах. Данные
расчетов детально сопоставляются с теоретическими результатами.

1. Зависимость времен возврата от фрактальных свойств
аттрактора при локальном подходе

Для однородных хаотических множеств, которые характеризуются гладкой вероятност-
ной мерой, зависимость времен возврата от величины ε в соответствии с (1) не представляет
сложностей при практических исследованиях. Однако фрактальная структура множеств,
характерная для странных и хаотических аттракторов, приводит к ряду проблем. Попыта-
емся дать этому достаточно простое объяснение.

Запишем выражение для вероятности, входящей в (1), в следующем виде:

P (	x0, ε) =

x1
0+

ε
2∫

x1
0−

ε
2

. . .

xd
0+

ε
2∫

xd
0−

ε
2

p(x1, . . . , xd) dx1 . . . dxd, (5)

где p(x1, . . . , xd) — d-мерная плотность распределения на аттракторе, d — размерность
фазового пространства системы. Не теряя общности, в дальнейшем рассмотрим системы
размерности d = 2, которые будут исследоваться нами далее. В случае d = 2 положим
x1 ≡ x, x2 ≡ y и перепишем (5) в форме

P (x0, y0, ε) =

x0+
ε
2∫

x0− ε
2

y0+
ε
2∫

y0− ε
2

p(x, y) dx dy. (6)
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Здесь x0, y0 — выбранная точка аттрактора, которая находится в центре квадрата со сто-
роной ε� 1.

Если плотность p(x, y) есть достаточно гладкая функция координат, заданная во всей
ε-окрестности выбранной точки (x0, y0), то в силу теоремы о среднем (учитывая малость ε)
можно записать:

P (x0, y0, ε) ∼= p(x0, y0) ·
x0+

ε
2∫

x0− ε
2

y0+
ε
2∫

y0− ε
2

dx dy = p(x0, y0) · ε2. (7)

Из (1) и (7) в этом случае следует

〈τ(ε)〉 = 1
p0(x0, y0)

· ε−2 = Kε−2. (8)

Или, взяв логарифм, из (8) получим

ln〈τ(ε)〉 = C − 2 ln ε, (9)

где C = lnK = ln [p(x0, y0)]
−1. Зависимость (9) есть прямая с наклоном k = 2, сдвинутая

относительно нуля координат на величину C.
В случае, когда p(x, y) является фрактальной функцией, соотношение (7) не справед-

ливо и выражение (9) следует переписать в более общем виде [7, 8]

P (x0, y0, ε) = p(x0, y0) · ε−l, l � 2, (10)

где l — фрактальная размерность множества. Из (10) получаем

ln〈τ(ε)〉 = C − l ln ε, l � 2. (11)

Рассчитывая ln〈τ(ε)〉 для различных значений ε и аппроксимируя результаты прямой
линией (11), можно получить значение коэффициентов l и C.

2. Возвраты Пуанкаре в системе с хаотическим нестранным
аттрактором. Локальный подход

Рассмотрим модифицированное отображение Арнольда, являющееся гиперболическим
отображением тора:

xn+1 = xn + yn + δ cos 2πyn, mod 1,

yn+1 = xn + 2yn, mod 1.
(13)

Отображение (13) взаимно однозначно переводит единичный квадрат на плоскости (x, y)

в себя. Для значений δ < 1
2π отображение (13) диссипативно и характеризуется хаотиче-

ским аттрактором с положительным старшим показателем Ляпунова λ1 > 0. Особенностью
отображения (13) является то, что, несмотря на сжатие фазового объема, фазовая траекто-
рия при n→ ∞ посещает любой элемент единичного квадрата и всюду плотно его покрывает.
В результате метрическая размерность аттрактора системы (13) равна целому числу (D= 2),
что привело к названию «хаотический (λ1 > 0) нестранный (D = 2) аттрактор». Всюду
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плотное покрытие траекторий единичного квадрата при t→ ∞ приводит к тому, что веро-
ятностная мера μ(x, y) на аттракторе определена для любой точки единичного квадрата.

Рассмотрим результаты численного эксперимента. На рисунке 1 представлена картина
формирования аттрактора в (13). При малом числе итераций рисунок 1a отражает процесс
формирования, вообще говоря, неоднородного аттрактора. С увеличением числа итераций
точки аттрактора всюду плотно покрывают единичный квадрат (рис. 1b). Вероятностная
мера (рис. 1c) определена на всем множестве значений (x, y), принадлежащих единичному
квадрату, но имеет достаточно сложную структуру, отражая неоднородность в распределе-
нии точек на аттракторе. Эта структура, скорее всего, фрактальная, о чем свидетельствует
вставка на рисунке 1c, где представлено распределение p(x) для значений x в ε-окрестно-
сти 0.45 � x � 0.55. Распределение p(x) в ε-интервале демонстрирует высокую степень
неоднородности, как и распределение p(x) в единичном интервале. Именно сложный харак-
тер распределения p(x, y) на аттракторе системы (13) приводит к тому, что, хотя емкость
по Колмогорову этого аттрактора dC = 2, его информационная размерность dI всегда мень-
ше (dI < dC = 2) и зависит от величины параметра δ.

Рис. 1. Аттрактор системы (13), полученный для 106 итераций (a), 108 итераций (b) и одномерная
плотность распределения p(x) для y = 0.5 (c) в отсутствие шума и (d) при наличии аддитивного шу-
ма интенсивности D = 10−5. Результаты получены для значения δ = 0.15. Вставки на рисунках 1c, d
характеризуют распределение p(x|y0) в ε-интервале 0.45 � x � 0.55, y0 = 0.5.
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Так как плотность p(x, y) представляет собой фрактальную функцию, можно ожидать,
что зависимость ln〈τr(ε)〉 для системы (13) будет соответствовать выражению (11) с накло-
ном l < 2. При добавлении аддитивного шума в первое уравнение (13) плотность p(x, y)
сглаживается и фрактальность исчезает (см. вставку на рис. 1d). В этом случае справедли-
во соотношение (9) и коэффициент наклона прямой (9) должен быть близким к 2. Это было
подтверждено численным экспериментом. Мы использовали следующий алгоритм. Выбира-
лась начальная точка с координатами xn = x0, yn = y0, которая являлась центром квадра-
та с ребром ε. Далее отображение (13) итерировалось и фиксировалась последовательность
дискретных времен nk (k = 1, 2, . . . , kmax), которые отвечали возвратам в ε-окрестность.
Зная nk, мы определяли последовательность времен возвратов τk = nk+1 −nk и вычисляли
среднее значение:

〈τ(ε)〉 = 1
kmax

kmax∑
k=1

(nk+1 − nk). (14)

Расчеты производились для значений δ = 0.05, 0.10, x0 = 0.5, y0 = 0.5 и kmax = 107, резуль-
таты представлены на рисунке 2. На рисунке 2 маркерами представлены эксперименталь-
ные результаты расчетов величины ln〈τ(ε)〉 для значений δ = 0.05 и 0.10, а пунктиром —
прямые аппроксимации соответствующих зависимостей. Для коэффициентов k получены
значения 1.81 (δ = 0.05) и 1.92 (δ = 0.10), которые достоверно меньше 2! Чтобы убедиться
в правильности полученных результатов (рис. 2), проводились расчеты зависимости ко-
эффициентов наклона k от интенсивности внешнего шума, представленные на рисунке 3.
Как видно из графиков, при интенсивностях шума D � 0.01 коэффициент k действительно
достигает значения k = 2 как для δ = 0.05, так и для δ = 0.10. Зашумление системы (13) вы-
зывает сглаживание плотности p(x, y), фрактальность исчезает и становится справедливым
описание в виде соотношения (9).

Как следует из результатов, представленных на рисунке 2, величина наклона аппрокси-
мирующих прямых k < 2. Это означает, что теоретической оценкой коэффициента наклона
должна служить фрактальная размерность аттрактора l из выражений (10) и (11). Вопрос
состоит в том, как оценить эту размерность. Для аттрактора системы (13) емкость dC = 2
и не может быть использована для оценки величины l. В работе [7] высказано предположе-
ние, что оценкой для l может служить величина информационной размерности:

dI = lim
ε→0

I(ε)
ln(1/ε)

, I(ε) = −
M(ε)∑
i=1

Pi lnPi, (15)

где I(ε) — энтропия, Pi = Pi(ε) — вероятность посещения траекторией области ε, M(ε) —
число покрытий аттрактора квадратами со стороной ε.

Высказанное в [7] предположение, к сожалению, не подтверждено данными расчетов
и требует проверки. Как следует из данных (рис. 2), для δ = 0.05 k = 1.81 и для δ = 0.10 k =
= 1.92. Из литературы известно [9], что величина информационной размерности (15) для ат-
тракторов системы (13) dI < 2. Так, для δ = 0.05 dI = 1.96 и для δ = 0.10 dI = 1.84. Данные
рисунка 2 свидетельствуют, что наклон достоверно меньше 2. Это говорит о том, что ем-
кость dC не может служить оценкой для l. Расчеты можно трактовать в пользу оценки для l
в виде информационной размерности dI , однако это утверждение требует более детальных
численных исследований для других систем.
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Рис. 2. Зависимость среднего времени возврата Пуанкаре в ε-окрестность точки x0 = y0 = 0.5
от величины ε для отображения (13) в отсутствие шума.

3. Размерность Афраймовича –Песина. Глобальный анализ

Как обсуждалось во введении, минимальное время возврата, полученное усреднением
по всему множеству, подчиняется теоретическим закономерностям (2)–(4). Для множеств,
характеризуемых нулевой топологической энтропией hT = 0, справедливо (3); если hT > 0,
то нужно использовать (4). Из теории известно, что топологическая энтропия является
оценкой сверху энтропии Колмогорова –Синая [10, 11]. Отсюда следует, что если динами-
ка системы характеризуется наличием хоть одного положительного показателя Ляпунова,
то hT > 0. Если положительные показатели в спектре ляпуновских характеристических
экспонент отсутствуют, то hT = 0 [1].

Рассмотрим результаты расчета старшего показателя Ляпунова системы (13) в зависи-
мости от параметра δ, представленные на рисунке 4. Как следует из рисунка 4, для значений
0 � δ � 0.4 показатель λ1 > 0. Следовательно, можно ожидать, что зависимость 〈τinf(ε)〉
будет подчиняться закономерности (4), справедливой при hT > 0 для значений δ � 0.
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Рис. 3. Зависимость величины коэффициента наклона прямых (рис. 2) от интенсивности шума
для значений параметра δ = 0.05 и δ = 0.10.

Для расчета зависимостей 〈τinf(ε)〉 мы применяем алгоритм и соответствующую про-
грамму, описанные в работах [6, 12]. Программа тестировалась на примере логистического
отображения xn+1 = αxn(1 − xn) в критической точке αcr = 3.57 . . . и в области хаоса
(α > αcr). Расчеты подтвердили соответствие теории [1, 5]: для α = αcr выполняется за-
кономерность (3), а для α > αcr — закономерность (4). Отметим, что практическая реали-
зация алгоритма расчета 〈τinf(ε)〉 допускает два различных способа. Первый заключается
в следующем: аттрактор покрывается совокупностью квадратов со стороной ε, число кото-
рых зависит от конкретной величины ε. В каждой ε-ячейке задается множество начальных
точек в количестве m. Далее из каждой точки отображение итерируется и фиксируются
времена первого возврата в исходную область. Из массива полученных данных определяет-
ся минимальное время возврата как среднее по ансамблю начальных точек. Второй способ
также требует покрытия аттрактора совокупностью ячеек размера ε. В каждой из яче-
ек выбирается одна начальная точка. Далее для выбранных начальных точек отображение
многократно итерируется и получается последовательность времен возврата в каждую кон-
кретную ячейку. Из полученных последовательностей времен возврата в каждую i-ю ячейку
определяется τ iinf и далее находится среднее минимальное время возврата путем усреднения
по множеству ячеек. В силу эргодичности хаотических систем, первый и второй способы
должны давать одинаковый результат.

Результаты расчетов первым и вторым способами представлены на рисунке 5 и ри-
сунке 6. Как видно из графиков, при достаточно большом количестве начальных точек
в ячейке (m 
 105, рис. 5) и достаточно большом количестве возвратов (m 
 105, рис. 6)
зависимости 〈τinf(ε)〉 в интервале −5 � ln ε � −2 практически аппроксимируются прямыми
линиями, подтверждая теоретический результат (4). Близкими оказываются наклоны пря-
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Рис. 4. Величина старшего характеристического показателя Ляпунова модифицированного отобра-
жения Арнольда (13) в зависимости от значения управляющего параметра δ.

мых (k = 2.36 и k = 2.28) и соответствующие значения размерностей Афраймовича –Песина
(αC = 0.84 и αC = 0.87). Из данных видно, что если число начальных точек в ячейке ε не до-
статочно (рис. 5) или число возвратов в ячейку относительно мало (рис. 6), то зависимости
〈τinf(ε)〉 на прямую не ложатся и представляют собой экспоненциально спадающие функции.
Интересно отметить, что если использовать эти экспоненциальные зависимости и построить
результаты в координатах (ln〈τinf(ε)〉, ln ε), то получаются графики в виде прямых, кото-
рые соответствуют закономерности (3). Однако это ошибочный результат, обусловленный
недостаточным числом начальных точек в ячейке или малым числом возвратов в ячейку.

В силу фрактальности плотности распределения p(x, y) в системе (13) проведение чис-
ленных расчетов характеристик времен возврата Пуанкаре как при локальном, так и при гло-
бальном подходах требует особой тщательности и относительно большого времени счета.
Эти трудности практически резко уменьшаются, если в качестве двумерного отображения
выбрать квазигиперболическое отображение Лози:

xn+1 = 1 − α|xn| + yn, 1.3 � α � 1.8,

yn+1 = βxn, β = 0.3.
(16)
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Рис. 5. Зависимости минимального среднего времени возврата, полученные первым способом, от ве-
личины ε для различного количества начальных точек m.

Известно, что отображение Лози характеризуется квазигиперболическим хаотическим ат-
трактором [9] и может быть использовано для тестовых экспериментов в связи с тем, что
обладает эргодическими свойствами, используемыми для теоретических доказательств со-
отношений (3), (4) [1, 5]. Соответствующие расчеты представлены на рисунке 7. Как видно
из графика, зависимость 〈τinf(ε)〉 от ln ε хорошо аппроксимируется прямой с наклоном k =
= 5.551, что полностью соответствует теоретическому результату (4). Для размерности
Афраймовича –Песина получаем αC = 2

k
= 0.36.

4. Выводы

Проведенный анализ проблемы возвратов Пуанкаре применительно к системе (13) с ха-
отическим нестранным аттрактором дал следующие результаты:
1. Закономерность возвратов Пуанкаре в ε-окрестность заданной точки аттрактора (1),

(10) подчиняется теореме Каца как в случае отсутствия, так и при наличии внешнего
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Рис. 6. Зависимости минимального среднего времени возврата, полученные вторым способом, от ве-
личины ε для различного количества m возвратов в каждую ε-ячейку.

шума. Оценкой фрактальной размерности l в выражении (10) может служить величина
информационной размерности dI (15).

2. Зависимость среднего по аттрактору минимального времени возврата Пуанкаре 〈τinf(ε)〉
для системы с положительной топологической энтропией hT > 0 (13) от ε соответству-
ет теоретически предсказываемой зависимости (4).

3. Величина АП-размерности последовательности времен возврата может трактовать-
ся как некая мера сложности этой последовательности. Так, для отображения (13)
αC 
 0.85 ÷ 0.88, что существенно больше, чем для системы Лози (16), где αC = 0.36.
Известно, что отображение Лози характеризуется более однородной плотностью рас-
пределения p(x, y) в сравнении с (13).

В заключение мы выражаем глубокую благодарность проф. В.С.Афраймовичу за цен-
ные замечания и советы, которые позволили более успешно решить поставленную задачу.
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Рис. 7. Среднее минимальное время возврата Пуанкаре в зависимости от ln ε для отображения Лози
(16) при α = 1.4, β = 0.3.
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