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О бигамильтоновой структуре систем Чаплыгина
и Борисова –Мамаева – Фёдорова

при нулевой константе площадей. II
А.В. Цыганов

Во второй части работы основной целью было построение новых рациональных потен-
циалов, которые можно добавить к интегралам движения в случае Чаплыгина и случае
Борисова –Мамаева –Фёдорова, с сохранением свойства интегрируемости. Данные потен-
циалы, допускающие разделение переменных в неголономных эллиптических координатах,
являются естественными обобщениями известных потенциалов, допускающих разделение
переменных в обычных эллиптических (сфероконических) координатах на сфере.

Ключевые слова: неголономная механика, шар Чаплыгина, скобки Пуассона

1. Введение

Данный текст является второй частью работы [16], в которой мы рассматриваем ди-
намически несимметричное уравновешенное твердое тело со сферической поверхностью,
которое катится без проскальзывания по поверхности второй неподвижной сферы радиу-
са a. В подвижной системе координат, связанной с главными осями шара, угловой момент
шара относительно точки касания имеет вид

M = (I + dE)ω − d(γ, ω)γ, d = mb2. (1.1)

Здесь ω — вектор угловой скорости, m — масса, I = diag(I1, I2, I3) — тензор инерции и b —
радиус подвижной сферы, γ = (γ1, γ2, γ3) — единичный вектор нормали к сфере в точке
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контакта, а E — единичная матрица. Скобки (. , . ) обозначают обычное скалярное произве-
дение трехмерных векторов.

Соответствующие уравнения движения зависят от отношения радиусов сфер κ = a/(a+ b)

Ṁ = M × ω, γ̇ = κγ × ω, (1.2)

где × обозначает векторное произведение. При κ = ±1 уравнения движения (1.2) обладают
следующими интегралами движения:

H1 = (M,ω), H2 = (M,M), C1 = (γ, γ), C2 = (γ,BM), (1.3)

где

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a1 0 0

0 a2 0

0 0 a3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = (I + dE)−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

I1 + d
0 0

0 1
I2 + d

0

0 0 1
I3 + d

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠, (1.4)

и

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
b1 0 0

0 b2 0

0 0 b3

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = trA−1 + (κ− 1)A−1, и g(γ) =
1

1 − d(γ,Aγ)
. (1.5)

При κ = 1 мы получаем систему Чаплыгина, а при κ = −1 — систему Борисова –Мамаева –
Фёдорова, или БМФ-систему [16]. Инвариантная мера не зависит от κ и для обеих систем
одинакова:

μ =
√

g(γ) dγ dM. (1.6)

Первая часть данной работы [16] была посвящена деформациям скобок Пуассона в слу-
чае нулевого значения интеграла площадей C2 = 0 и вычислению соответствующих пере-
менных разделения, которые по определению являются каноническими переменными

{qi, qk} = {pi,pk} = 0, {qi,pk} = δik (1.7)

относительно исходной кинематической скобки Пуассона и удовлетворяют невырожденной
системе разделенных уравнений

Φi(qi,pi,H1, . . . ,Hn) = 0, i = 1, . . . , n, где det

[
∂Φi

∂Hj

]
�= 0, (1.8)

связывающих каждую пару переменных (qi,pi) с интегралами движения H1, . . . ,Hn. В этом
случае поверхности уровня интегралов H1, . . . ,Hn образуют слоение, каждый лист которого
представим в виде прямого произведения одномерных геометрических объектов, задавае-
мых уравнениями (1.8).

Во второй части работы мы сравним данные геометрические переменные разделения
со сфероконическими переменными, которые использовал Чаплыгин для интегрирования
уравнений движения в случае C2 = 0 [7]. Также мы покажем, как в методе Якоби геомет-
рические переменные разделения можно использовать для построения различных интегри-
руемых обобщений исходной неголономной системы.
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2. Переменные разделения для системы Чаплыгина
при κ = 1 и C2 = 0

Так как C2 = 0, то наше фазовое пространство эквивалентно кокасательному рассло-
ению единичной сферы. В терминах сферических координат φ, θ на сфере и сопряженных
импульсов pφ, pθ бивектор Пуассона Pg для системы Чаплыгина имеет вид

Pg =
1√
g

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

∗ 0 0 1

∗ ∗ 0 −1
2

(
∂ ln g
∂θ

pφ − ∂ ln g
∂φ

pθ

)
∗ ∗ ∗ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (2.1)

где g — функция, входящая в определение инвариантной меры (1.6), см. определение ко-
ординат (1.11) и бивектора Пуассона (2.7) в [16]. По определению, переменные разделения
должны быть каноническими переменными (1.7) относительно скобки Пуассона, задавае-
мой данным бивектором.

2.1. Сфероконические координаты

Следуя [7], на сфере (γ, γ) = 1 определим сфероконические координаты u1, u2 как корни
уравнения

γ2
1

λ− e1
+

γ2
2

λ− e2
+

γ2
3

λ− e3
= 0, где ei =

d

Ii
, i = 1, 2, 3. (2.2)

При этом

γi =

√
(u1 − ei)(u2 − ei)
(ej − ei)(ek − ei)

, i �= j �= k, (2.3)

а сопряженные относительно скобки (2.1) канонические импульсы pu1, pu2 определяются
соотношениями

Mi =
1√
g(u)

2εijkγjγk(ej − ek)
u1 − u2

(
(ei − u1)pu1 − (ei − u2)pu2

)
, (2.4)

где εijm полностью антисимметричный тензор и функция g (1.5) имеет вид

g(u) =
e1e2e3
d3a1a2a3

1
(1 + u1)(1 + u2)

.

Из определения сфероконических (2.3) следует, что

γ̇i =
γi

2

(
u̇1

u1 − ei
+

u̇2

u2 − ei

)
, (2.5)

а из уравнений движения (1.2) можно получить следующее выражение для угловой скоро-
сти шара:

ω =
γ̇ × Iγ
(γ, Iγ)

(2.6)
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(см. [6]). Поэтому, согласно (1.1), выражения для оставшихся динамических переменных M
через скорости имеют вид

Mi =
d εijk γj γk (ej − ek)

2

(
1 − u2

u2

u̇1

(ej − u1)(ek − u1)
+

1 − u1

u1

u̇2

(ej − u2)(ek − u2)

)
. (2.7)

Тем самым можно достаточно легко получить выражения для интегралов движения

H1 =
u1 − u2

dg(u)

(
1
u2

u̇2
1

ϕ(u1)
− 1
u1

u̇2
2

ϕ(u2)

)
,

H2 =
u1 − u2

g(u)

(
1 + u2

u2
2

u̇2
1

ϕ(u1)
− 1 + u1

u2
1

u̇2
2

ϕ(u2)

) (2.8)

и воспроизвести квадратуры Чаплыгина

du1√
g(u)dt

1√
F (u1)

− du2√
g(u)dt

1√
F (u2)

= −1,

u1du1√
g(u)dt

1√
F (u1)

− u2du2√
g(u)dt

1√
F (u2)

= 0.
(2.9)

Здесь

F (u) = ϕ(u)
(
d(1 + u)H1 − uH2

)
и ϕ(u) =

4da1a2a3

e1e2e3
(1 + u)(e1 − u)(e2 − u)(e3 − u).

Данные квадратуры (2.9) интегрируются стандартным образом после замены времени

dτ =
√

g(u) dt, (2.10)

предложенной Чаплыгиным [7].
Если теперь вместо скоростей q̇1,2 подставить канонически сопряженные моменты p1,2

то мы получим разделенные уравнения

Φ(u, pu) = d2ϕ(u)p2
u − d(1 + u)H1 + uH2 = 0, u = u1,2, pu = pu1,2. (2.11)

2.2. Деформированные эллиптические координаты

Использовать сфероконических переменные Чаплыгина (2.2) не всегда удобно. Напри-
мер, переход к пределу d → 0, когда система с математической точки зрения становится
голономной и совпадает с волчком Эйлера, требует дополнительных усилий.

Для того чтобы изучить данный предел, мы рассмотрим другие переменные разделе-
ния для системы Чаплыгина. Следуя [15, 16], определим деформированные эллиптические
координаты q1 и q2 как корни уравнения

g(γ)
(
γ2

1(1 − da1)
λ− a1

+
γ2

2(1 − da2)
λ− a2

+
γ2

3(1 − da3)
λ− a3

)
= 0, (2.12)

где ai — это элементы диагональной матрицы A (1.4). Легко проверить, что эти переменные
связаны друг с другом тривиальным точечным преобразованием

uk =
dqk

1 − dqk
. (2.13)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2012. T. 8. №1. С. 43–55



О бигамильтоновой структуре систем Чаплыгина 47

В отличие от переменных Чаплыгина (2.2), переменные qk переходят в обычные эллипти-
ческие (сфероконические) координаты на сфере в пределе d→ 0.

При этом вместо выражения (2.3) мы получим

γi =
1√

g(1 − dai)

√
(q1 − ai)(q2 − ai)
(aj − ai)(ak − ai)

, i �= j �= k, (2.14)

вместо (2.5) — следующие выражения для скоростей:

γ̇i =
γi

2

(
q̇1

q1 − ai
+

q̇2

q2 − ai
− ġ

g

)
, (2.15)

где функция g(γ) (1.5) равна

g =
(1 − dq1)(1 − dq2)

(1 − da1)(1 − da2)(1 − da3)
.

Используя соотношение (2.6), легко получить выражение для оставшихся динамических
переменных

Mi =
εijk γj γk (aj − ak)

2

(
1
q2

q̇1

(aj − q1)(ak − q1)
+

1
q1

q̇2

(aj − q2)(ak − q2)

)
и интегралы движения

H1 =
q1 − q2

4g

(
1
q2

q̇1

ϕ(q1)
− 1

q1

q̇2

ϕ(q2)

)
, H2 =

q1 − q2

4g

(
1
q2

2

q̇1

ϕ(q1)
− 1

q2
1

q̇2

ϕ(q2)

)
,

где ϕ(q) = (1 − dq)(a1 − q)(a2 − q)(a3 − q). Квадратуры в данном случае имеют такой же
вид, как и ранее,

dq1√
g dt

1√
F(q1)

− dq2√
g dt

1√
F(q2)

= −1,

(2.16)
q1dq1√

g dt
1√

F(q1)
− q2dq2√

g dt
1√

F(q2)
= 0,

где
F(q) = 4ϕ(q)(qH2 −H1).

Данные квадратуры (2.16) интегрируются стандартным образом после той же самой замены
времени (2.10).

Сопряженные относительно скобки (2.1) канонические импульсы p1,p2 определяются
соотношениями

Mi =
2εijkγjγk(aj − ak)

√
g

q1 − q2

(
(ai − q1)(1 − dq1)p1 − (ai − q2)(1 − dq2)p2

)
. (2.17)

Подставляя выражения в определения интегралов движения H1,2 (1.3), легко доказать, что
переменные разделения для системы Чаплыгина лежат на двух копиях гиперэллиптической
кривой рода 2, задаваемой разделенным уравнением

Φ(q,p) = 4(1 − dq)(a1 − q)(a2 − q)(a3 − q) p2 − qH2 +H1 = 0, q = q1,2, p = p1,2. (2.18)

При d = 0 мы получаем стандартные эллиптические переменные на T ∗S и стандартные
разделенные уравнения для волчка Эйлера [15].
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3. Переменные разделения для БМФ-системы
при κ = −1 и C2 = 0

Как и ранее, фазовое пространство эквивалентно кокасательному расслоению единич-
ной сферы. В терминах деформированных сферических координат φ, θ на сфере и сопря-
женных импульсов pφ, pθ бивектор Пуассона Pη для БМФ-системы имеет вид

Pη =
1√
g

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 1 0

∗ 0 0 (1 + η)

∗ ∗ 0 −1
2

(
(1 + η)

∂ ln g
∂θ

pφ − ∂ ln g
∂φ

pθ

)
∗ ∗ ∗ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.1)

где g — функция, входящая в определение инвариантной меры (1.6), и

η =
2d
(
b23 − (b1 + b2)b3 + b1b2

)
sin2 θ

b23
(
(b1 + b2) − 2d

) ,

см. определение деформированных сферических координат (1.11) и бивектора Пуассона (2.12)
в [16].

3.1. Деформированные эллиптические координаты

Следуя [3, 4, 16], определим деформированные эллиптические координаты q1 и q2 как
корни уравнения

g(γ)
(
γ2

1(1 − da1)
λ− c1

+
γ2

2(1 − da2)
λ− c2

+
γ2

3(1 − da3)
λ− c3

)
= 0, ci =

ai

bi
, (3.2)

где ai и bi — это элементы диагональных матриц A (1.4) и B (1.5) соответственно.
В отличие от случая Чаплыгина (2.13), для БМФ-системы не существует дробно-ли-

нейного точечного преобразования qi → ui

qi =
μi ui + νi

�i ui + σi
, μi, νi, �i, σi ∈ R, i = 1, 2,

переводящего деформированные эллиптические координаты (3.1) в сфероконические коор-
динаты (2.2).

Функция g(γ) (1.5) в этом случае имеет вид

g =
(1 − dβq1)(1 − dβq2)

(1 − da1)(1 − da2)(1 − da3)
+

4 dq1q2

a1a2a3
, β =

∑
bk − 2d.

Вместо (2.14) мы имеем следующие выражения:

γi =
1√

g(1 − dai)

√
(q1 − ci)(q2 − ci)
(cj − ci)(ck − ci)

, i �= j �= k (3.3)

— для исходных физических координат,
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γ̇i =
γi

2

(
q̇1

q1 − ci
+

q̇2

q2 − ci
− ġ

g

)
(3.4)

— для их скоростей. Как и ранее, используя уравнения движения, можно легко получить
выражения для оставшихся динамических переменных

Mi =
εijk γj γk (ak − aj)

2bjbk

(
q̇1

q2(cj − q1)(ck − q1)
+

q̇2

q1(cj − q2)(ck − q2)

)
. (3.5)

Все выражения для динамических переменных при замене κ = −1 на κ = 1 переходят в вы-
ражения из предыдущего параграфа, так как при замене знака у κ нужно также положить

κ = 1, b1 = b2 = b3 = trA−1 = 1, так что ci = ai,

и сменить знак в выражении (3.5).
Если положить

ψ(q) = (c1 − q)(c2 − q)(c3 − q),

α1(q) = db1b2b3q2 − (b1b2 + b2b3 + b1b3)q + 2,

α2(q) =
(
d(b1b2 + b2b3 + b1b3) − 4

a1a2a3

)
q + b1 + b2 + b3 − 2d,

то интегралы движения в этом случае имеют вид

H1 =
q2 − q1

4(1 − da1)(1 − da2)(1 − da3)b1b2b3 g2

(
α1(q2)

q2
2

q̇1

ψ(q1)
− α1(q1)

q2
1

q̇2

ψ(q2)

)
,

H2 =
q2 − q1

4(1 − da1)(1 − da2)(1 − da3)b1b2b3 g2

(
α2(q2)

q2
2

q̇1

ψ(q1)
− α2(q1)

q2
1

q̇2

ψ(q2)

)
,

откуда непосредственно следуют выражения для квадратов скоростей

q̇2
i = − 4 g q2

k

(q1 − q2)2
ψ(qi) (α2(qi)H1 − α1(qi)H2) (3.6)

и искомые квадратуры

dq1√
g dt

1√
F(q1)

− dq2√
g dt

1√
F(q2)

= −1,

q1 dq1√
g dt

1√
F(q1)

− q2 dq2√
g dt

1√
F(q2)

= 0,
(3.7)

где
F(q) = 4ψ(q)(α1(q)H2 − α2(q)H1).

Данные квадратуры (2.16) интегрируются стандартным образом после той же самой замены
времени (2.10). Таким образом, мы независимо воспроизвели результаты работ [3, 4].

Канонические относительно скобки Пуассона (3.1) моменты pk можно определить сле-
дующим образом:

Mi =
2εijkγjγk(cj − ck)

√
g

bi(q1 − q2)
×

×
(

(ci − q1)
(

1 − d(2 − b1b2q1)
b3

)
p1 − (ci − q2)

(
1 − d(2 − b1b2q2)

b3

)
p2

)
, (3.8)
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см. определение (4.36) в первой части [16]. Используя это определение, можно построить
разделенные уравнения

Φ(q,p) = 4
(

1 − d(2 − b1b2q)
b3

)2

(q − c1)(q − c2)(q − c3)p2 − α1(q)H2 + α2(q)H1 = 0. (3.9)

Далее мы воспользуемся этими разделенными уравнениями при построении интегрируемых
обобщений системы БМФ в методе Якоби.

4. Интегрируемые деформации при нулевом значении
интеграла площадей

В книге [10], обсуждая введение эллиптических координат и решение уравнений дви-
жения методом разделения переменных с помощью этих координат, Якоби пишет: «Главная
трудность при интегрировании данных дифференциальных уравнений состоит в введении
удобных переменных, для разыскания которых нет никакого общего правила. Поэтому мы
должны идти обратным путем и, найдя какую-нибудь замечательную подстановку, разыс-
кивать задачи, в которых она может быть с успехом применена».

Выше мы рассмотрели некоторые деформации эллиптических координат для двух
неголономных интегрируемых систем. Теперь же мы покажем, как эти переменные мож-
но использовать для построения новых интегрируемых систем. Идея Якоби очень проста.
Действительно, возьмем вместо исходных разделенных уравнений (1.8) новые разделенные
уравнения

Φ̃i(qi,pi,H1, . . . ,Hn) = 0 , i = 1, . . . , n , где det

[
∂Φ̃i

∂Hj

]
�= 0.

Решая эти уравнения относительно Hi, мы получим новые функционально независимые
интегралы движения в инволюции относительно исходной скобки Пуассона.

Если рассматривать, как в нашем случае, точечные преобразования координат, то из-
менение разделенных уравнений вида

Φ̃i = Φi + Vi(qi) (4.1)

приводит к добавлению различных потенциалов в гамильтонианы

Hj = Hj + Uj(γ). (4.2)

Для голономных систем на сфере при d = 0 различные потенциалы, допускающие разделе-
ние переменных, построены в работах [1, 9, 17].

В методе Якоби мы получаем функции Hj , которые коммутируют друг с другом отно-
сительно исходной скобки Пуассона, например (2.1) или (3.1). Легко проверить, что данные
функции являются интегралами движения уравнений движения вида

Ṁ = M × ω +
κ

2
γ × ∂U1

∂γ
, γ̇ = κγ × ω, (4.3)

при С2 = 0. Физический смысл данных уравнений, которые для неголономных систем вы-
водятся с помощью неопределенных множителей Лагранжа, обсуждается в обзоре [5], см.
также перечисленные в нем ссылки.
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4.1. Система Чаплыгина, κ = 1 и C2 = 0

Рассмотрим преобразования исходных разделенных уравнений (2.18)

4(1 − dq)(a1 − q)(a2 − q)(a3 − q) p2 − qH2 + H1 + V (q) = 0, q = q1,2, p = p1,2,

где потенциал V не зависит от номера уравнения, как в (4.1).
В этом случае мы получаем так называемые однородные системы типа Штеккеля и мо-

жем построить для них 2 × 2 матрицы Лакса [13–15] и производящую функцию [1, 17]
для потенциалов Uj (4.2)

G(λ) =
φ(λ)
e(λ)

,

где φ(λ) — произвольный полином с постоянными коэффициентами, а

e(λ) = g(γ)
(
γ2

1(1 − da1)
λ− a1

+
γ2

2(1 − da2)
λ− a2

+
γ2

3(1 − da3)
λ− a3

)
.

Также можно рассматривать потенциал V как линейную комбинацию степенных по-
тенциалов

Vm = qm,

где m — положительное или отрицательное число [1, 17]. В этом случае потенциалы U
(m)
j

с разнымиm связаны рекуррентными соотношениями [17], которые так же можно использо-
вать для построения полного семейства потенциалов, допускающих разделение переменных
в данной координатной системе.

Например, для V2 = q2 мы получим неголономную интегрируемую систему с интегра-
лами движения

H(2)
1 = (M,ω) + U

(2)
1 , U

(2)
1 = −g(γ)

(
(γ,A−1γ)
a1a2a3

− da1a2a3

)
,

H(2)
2 = (M,M) + U

(2)
2 , U

(2)
2 = g(γ)

(
(γ,Aγ) − d(Aγ,Aγ)

)
.

При V3 = q3 мы получим потенциалы

U
(3)
1 = g(γ)

(
(γ,A−1γ)
a1a2a3

− da1a2a3

)
×
(
g(γ)

(
(γ,Aγ) − d(Aγ,Aγ)

)
− tr A

)
U

(3)
2 = g2(γ)

⎛⎝( 3∑
i=1

(aj + ak)(1 − dai)γ2
i

)2

−
∑3

i=1 ajak(1 − dai)γ2
i

g(γ)

⎞⎠,
а при

V−1 =
a1a2a3

q
получим неголономный аналог потенциала Брадена

U
(−1)
1 =

(a2 + a3)(1 − da1)γ2
1 + (a1 + a3)(1 − da2)γ2

2 + (a1 + a2)(1 − da3)γ2
3

(1 − da1)γ2
1

a1
+

(1 − da2)γ2
2

a2
+

(1 − da3)γ2
3

a3

U
(−1)
2 =

1

g(γ)
(

(1 − da1)γ2
1

a1
+

(1 − da2)γ2
2

a2
+

(1 − da3)γ2
3

a3

) . (4.4)
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Так как в данные потенциалы входит функция g(γ) (1.5), то рассмотренные нами потенци-
алы U

(m)
j при m = −1, 2, 3, как и потенциалы при других значениях m, являются рацио-

нальными функциями от γ, в отличие от полиномиальных потенциалов приведенных в [8].
Для некоторых деформаций можно подобрать потенциал V (q) (4.1) так, чтобы потен-

циалы Uj (4.2) не зависели от параметра d. Например, если положить

Vcl =
q2 − (a1 + a2 + a3)q + dq(a1a2 + a2a3 + a1a3) − da1a2a3

1 − dq
, (4.5)

то мы получим интегралы движения

Hcl
1 = (M,ω) − (a2a3γ

2
1 + a1a3γ

2
2 + a1a2γ

2
3),

Hcl
2 = (M,M) + a1γ

2
1 + a2γ

2
2 + a3γ

2
3 ,

(4.6)

которые по форме совпадают с интегралами движения для системы Клебша. Интегриру-
емость данной системы при C2 �= 0 доказана в работе [11]. Но это не всегда возможно;
например, при

Vros =
3∑
i

(ajak − ajq − akq + aiq)(1 − dai)ei
ai − q

(4.7)

интегралы движения

Hros
1 = (M,ω) +

3∑
i=1

ei

(
ak(1 − daj)γ2

j + aj(1 − dak)γ2
k

)
γ2

i

, i �= j �= k, (4.8)

Hros
2 = (M,M) − 1

g(γ)

(
e1
γ2

1

+
e2
γ2

2

+
e3
γ2

3

)
при d = 0 переходят в известные интегралы движения для системы Росохатиуса [12],
но не совпадают с ними.

Как обычно, любые линейные комбинации указанных потенциалов Uj также определя-
ют интегрируемые потенциалы, разделяющиеся в деформированных эллиптических коор-
динатах.

4.2. БМФ-система, κ = −1 и и C2 = 0

Подставляя q = q1,2 и p = p1,2 в уравнение

4
(

1 − d(2 − b1b2q)
b3

)2

(q − c1)(q − c2)(q − c3)p2 − α1(q)H2 + α2(q)H1 + V (q) = 0,

получим систему уравнений для функций H1,2, которые находятся в инволюции относи-
тельно скобок Пуассона (3.1).

В случае V0 = const, V1 = q и V2 = q2 решения системы разделенных уравнений
эквивалентны интегралам движения для системы Клебша (4.6):

Hcl
1 = (M,ω) − 1

a1a2a3
(γ,A−1γ), Hcl

2 = (M,M) + (γ,Aγ). (4.9)
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Как и для системы Чаплыгина (4.6), данные функции H1,2 являются интегралами движе-
ния динамических уравнений (4.3) и при ненулевом значении интеграла площадей C2 �= 0,
доказательство может быть найдено в [2].

Например, если

V1 = −(1 − da1)(1 − da2)(1 − da3)b1b2b3
dβ

q,

где β = b1 + b2 + b3 − 2d, мы получим

U
(1)
1 =

1
β

(
3∑

i=1

(
2ai + biajak(1 − dai)

)
γ2

i − 2
d

)
, U

(1)
2 = (a1γ

2
1 + a2γ

2
2 + a3γ

2
3) − 1

d
, (4.10)

а для

V2 =
2(1 − da1)(1 − da2)(1 − da3)b1b2b3

a1a2a3
q2

получим

U
(2)
1 = 2

(
1 − da1

a1
γ2

1 +
1 − da2

a2
γ2

2 +
1 − da3

a3
γ2

3

)
, (4.11)

U
(2)
2 =

(1 − da1)(β + b1)
a1

γ2
1 +

(1 − da2)(β + b2)
a1

γ2
2 +

(1 − da3)(β + b3)
a1

γ2
3 .

Повторим, что интегралы движения (4.10)–(4.11) эквивалентны интегралам (4.9).
Другие потенциалы Vm приводят к нетривиальным деформациям, но соответствующие

интегралы движения довольно сложны. Поэтому вместо потенциалов Vm = qm мы рассмот-
рим другое семейство потенциалов

Ṽm = α2(q)qm,

для которых потенциалы Ũ (m)
2 выглядят весьма похоже на классические потенциалы на сфе-

ре [1, 17], допускающие разделение в сфероконических переменных.
Например, аналогом системы Брадена (4.4) при

Ṽ−1 =
a1a2a3 α2(q)

q

будет система с потенциалом

Ũ
(−1)
2 =

b21γ
2
1 + b22γ

2
2 + b23γ

2
3

g(γ)
1

(1 − da1)γ2
1

c1
+

(1 − da2)γ2
2

c2
+

(1 − da3)γ2
3

c3

.

Потенциал
Ṽ1 = α2(q)q

снова приводит к квадратичному потенциалу, эквивалентному потенциалу Клебша,

Ũ
(1)
2 = b21γ

2
1 + b22γ

2
2 + b23γ

2
3 ,

a потенциал
Ṽ2 = α2(q)q2
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— к потенциалу

Ũ
(2)
2 = g(γ)

(
b21γ

2
1 + b22γ

2
2 + b23γ

2
3

)( 3∑
i=1

bi(1 − dai)
(
ai(aj − ak)2 − ajak(aj + ak)

)
γ2

i

)
.

Если же взять потенциал, аналогичный потенциалу (4.7),

Ṽros =
3∑

i=1

eib1b2b3(ci − cj)(ci − ck)(1 − dai)α2(q)
ci − q

,

то мы получим некий аналог потенциала Росохатиуса [12]

U ros
2 =

b21γ
2
1 + b22γ

2
2 + b23γ

2
3

g(γ)

(
e1
γ2

1

+
e2
γ2

2

+
e3
γ2

3

)
.

Список данных потенциалов можно легко продолжить, решая соответствующую систему
разделенных уравнений.

Как и ранее, любые линейные комбинации указанных потенциалов также определя-
ют интегрируемые потенциалы, которые могут быть получены с помощью производящей
функции или рекуррентных соотношений. Более того, как и ранее, для данных однород-
ных систем типа Штеккеля мы можем построить 2 × 2 матрицы Лакса, используя теорию
отображения Абеля –Якоби [9, 13, 14].

Мы благодарим А.В.Борисова за неподдельный интерес к работе и ценные замечания.
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