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КОММЕНТАРИИ. ДИСКУССИЯ. КРИТИКА

Комментарий к «Замечанию»
А.В. Цыганова (НД, 2011, №3, c. 715)

П.Е. Рябов

Настоящий комментарий написан в связи с публикацией [1].

1. А.В. Цыганов в [1] утверждает, что введенные в работе [2] переменные u1, u2 не яв-
ляются переменными разделения, поскольку не коммутируют относительно исходной скоб-
ки Пуассона даже при нулевом значении интеграла площадей. Вопрос о том — должны ли
обязательно коммутировать переменные разделения мы рассматриваем ниже: оказывается,
не обязаны (это зависит от определения). Начнем с предварительных замечаний. Выпи-
шем полностью уравнения, полученные в [2], которые А.В.Цыганов в своем «Замечании»
не приводит.

Обозначим

p1(u) = 2b + k − u2, p2(u) = 2b − k + u2, p3(u) = (u − b)2 − f2,

pij = pi(uj), rij = √
pij (i = 1, 2, 3; j = 1, 2),

и пусть u1,2 — корни квадратного уравнения

zu2 − 2bu + (2bξ − kz) = 0, z = α2
3, ξ = M2

1 + M2
2 + b

α2
3

. (1)

Теорема 2 [2]. Переменные u1, u2 являются переменными разделения, и их эволюция
определяется уравнениями Абеля –Якоби

du1√
W (u1)

− du2√
W (u2)

= 0,
u1du1√
W (u1)

− u2du2√
W (u2)

= dt, (2)
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где

W (u) = b−1p1(u)p2(u)p3(u) =

= b−1(2b + k − u2)(2b − k + u2)[(u − b)2 − f2].

При этом фазовые переменные M, α алгебраически выражаются через u1, u2 по формулам

M1 = i
r21r22

2
√

2b(u1 + u2)
, M2 = − r11r12

2
√

2b(u1 + u2)
,

M3 = − i
2
√

b(u2
1 − u2

2)
(r12r22r31 + r11r21r32),

α1 = 1
2
√

b(u2
1 − u2

2)
(r12r21r31 + r11r22r32),

α2 = − i
2
√

b(u2
1 − u2

2)
(r11r22r31 + r12r21r32),

α3 =
√

2b√
u1 + u2

.

Эта теорема проверяется прямой подстановкой. Уравнения (2) можно, очевидно, запи-
сать в виде уравнений типа Ковалевской

(u1 − u2)
du1

dt
=
√

W (u1), (u1 − u2)
du2

dt
=
√

W (u2).

Специалистам нетрудно по приведенным соотношениям сделать вывод, в каких же пе-
ременных (разделенных или не разделенных ) представлены указанные уравнения. В сообще-
нии [2] нет упоминания ни скобок Ли–Пуассона, ни гамильтонова формализма. Единствен-
ное используемое понятие из теории дифференциальных уравнений — это первый интеграл.

2. А.В. Цыганов в [1] отмечает следующее: «При b = 0 переменные разделения были
построены С.А.Чаплыгиным в работе [3]». И далее: «Доказательство того, что переменные
разделения Чаплыгина являются переменными разделения и для случая Горячева b �= 0,
приведено в работе [5]».

Приведем для разъяснения ситуации некоторые формулы. Публикации [5] и [6] иден-
тичны и мы будем ссылаться, для определенности, на [5].

При b = 0 переменные разделения Чаплыгина имеют вид [3]:

s1,2 =
M2

1 + M2
2 ± h

cα2
3

, (3)

где величина h2 = (M2
1 − M2

2 + cα2
3)

2 + 4M2
1 M2

2 .
Переменные разделения Чаплыгина зависят от величины h, квадрат которой являет-

ся одновременно как функцией динамических переменных, так и (при b = 0) постоянной
первого интеграла [3].
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В работе [5] предложены переменные разделения q1,2 как корни квадратного уравне-
ния [5, формула (3.8)]:

λ2 −
(

M2
1 + M2

2

α2
3

+ c

)
λ +

cM2
2

α2
3

= 0, (4)

где c соответствует параметру c2 в формуле (3.8) работы [5].
Несложно установить функциональную связь между переменными (3) и (4):

qk = c
2sk + c

2 , k = 1, 2. (5)

Разделению переменных в работе [5] посвящен параграф 3.1. При этом нет ни единого
упоминания об их прямой связи (5) с переменными Чаплыгина. Подчеркнем еще раз, что
приводимая здесь простая формула (5) найдена нами и ничего подобного в работе [5] нет.
Наоборот, в конце параграфа 3.1 приведено: «Замечание 2. При c4 = 0 мы повторили ре-
зультат Чаплыгина. . . ». Таким образом, связь с результатом Чаплыгина отмечается лишь
при c4 = 0, что соответствует в уравнении (1) b = 0, и, следовательно, переменные разделе-
ния qk в [5] подаются как новые. Поэтому утверждение о том, что разделение переменных
задачи Д.Н. Горячева в переменных Чаплыгина доказано в работе [5], не соответствует
действительности. Кроме того, в цитируемой работе А.B.Цыганова [5] и ее английском
варианте [6] отсутствуют даже ссылки на посвященную этой задаче оригинальную работу
Д.Н. Горячева [4]. В частности, в работах [2, 7, 8] показано, что интеграл, представленный
в [5], не является новым и функционально выражается через интеграл Горячева. Относи-
тельно истории вопроса можно посмотреть [9].

Являются ли переменные (3) переменными разделения для случая Горячева — это
вопрос определений переменных разделения. Он, в конце концов, сводится к вопросу о том,
является ли функция

h2 = (M2
1 − M2

2 + cα2
3)

2 + 4M2
1 M2

2

первым интегралом для случая Горячева (b �= 0). Ответ очевидный.

3. А.B.Цыганов в замечании [1] пишет, что «применение геометрического метода Хар-
ламова к случаю Горячева в работе [2] приводит к некоммутирующим относительно скобки
Пуассона переменным, которые не являются переменными разделения», и, усиливая эту
мотивировку, добавляет: «Заметим, что абсолютно такой же сдвиг вспомогательных пере-
менных u1, u2 для получения коммутирующих переменных разделения s1, s2 использовала
и С.В.Ковалевская [10] в своем случае».

Обратимся к оригинальной работе С.В.Ковалевской [10], письму С.В.Ковалевской
к Г.Миттаг-Леффлеру [11], а также к оригинальным работам Ф.Кёттера [12] и Г. Г.Ап-
пельрота [13].

Система первых интегралов такова:

2(p2 + q2) + r2 = 2γ1 + 6l1,

2(pγ1 + qγ2) + rγ3 = 2l,

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1,

{(p + iq)2 + γ1 + iγ2}{(p − iq)2 + γ1 − iγ2} = k2,

где l1, l и k — действительные постоянные первых интегралов.
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Вводятся многочлены

R(x1) = −x4
1 + 6l1x

2
1 + 4lx1 + 1 − k2,

R(x2) = −x4
2 + 6l1x

2
2 + 4lx2 + 1 − k2,

R(x1, x2) = −x2
1x

2
2 + 6l1x1x2 + 2l(x1 + x2) + 1 − k2.

Здесь
x1 = p + iq, x2 = p − iq.

В письме Г.Миттаг-Леффлеру, основателю журнала Acta Mathematica, С. В.Ковалев-
ская вводит переменные 1

2w1,
1
2w2, где

w1 =
R(x1, x2) −

√
R(x1)

√
R(x2)

(x1 − x2)2
,

w2 =
R(x1, x2) +

√
R(x1)

√
R(x2)

(x1 − x2)2
,

(6)

которые в этот момент еще никак не преобразуются и в которых выписаны уравнения
Абеля –Якоби [11, с. 166].

Аппельрот в своей работе [13, с. 69] пишет: «При этом Ковалевская вела дело при-
близительно так, как это дальше излагается, хотя местами я допускаю и известные от нее
отступления, следуя примеру Ф.Кëттера (F.Kötter). . . ». И далее [13, с. 70]:

«Эти величины w, вернее, величины s1 и s2, равные

s1 = w1 + 3l1 и s2 = w2 + 3l1, (7)

и фигурируют как новые переменные в анализе Ковалевской, которая, впрочем, держась
ближе Вейерштрасса, за s принимала собственно то, что я дальше обозначаю через s»
(курсив и номер уравнения мои, у Аппельрота это формулы (10) на с. 70. — П.Р.). Пере-
менные (7) на самом деле были введены Кёттером [12].

Переменные, которые ввела Ковалевская [10, формулы (9), c. 188], обозначены в [13]
через s:

s1 =
R(x1, x2) −

√
R(x1)

√
R(x2)

2(x1 − x2)2
+ 1

2 l1,

s2 =
R(x1, x2) +

√
R(x1)

√
R(x2)

2(x1 − x2)2
+ 1

2 l1.

(8)

Связь переменных Ковалевской (8) с переменными (6) и (7) мы также находим у Аппель-
рота [13, c. 72]:

2s + 2l1 = s = w + 3l1.

Известно [14, 15], что переменные w1, w2 не коммутируют

{w1, w2} �= 0, (9)
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но коммутируют переменные (7), используемые в классических работах Ф.Кёттера [12],
Г. Г.Аппельрота [13], Н. E.Жуковского [16], В.В. Голубева [17], А.В.Ипатова [18], а также
в современных работах, посвященных построению переменных «действие–угол» (послед-
ние должны являться каноническими по определению, поэтому свойство коммутируемости
здесь мотивировано). Итак,

{s1, s2} ≡ 0.

Но тогда

{s1, s2} = 1
4[{w1, w2} − {L1, w1 − w2}] (10)

и
0 = {s1, s2} = {w1, w2} − 3{L1, w1 − w2}. (11)

Здесь L1 = 1
3H — первый интеграл, имеющий своей константой l1. Из (11) получаем

{L1, w1 − w2} = 1
3{w1, w2}. (12)

Подставляя (12) в выражение (10) и используя свойство (9), приводимое как факт в [14, 15],
получаем

{s1, s2} = 1
6{w1, w2} �= 0.

Таким образом, в оригинальной работе [10] ни переменные 1
2w1, 1

2w2, ни переменные

разделения s1, s2, сдвинутые от 1
2w1, 1

2w2 на величину 1
2 l1, не коммутируют. Других пе-

ременных разделения в оригинальной работе Ковалевской нет. Некоммутируемость пере-
менных разделения Ковалевской также отмечена в [19, c. 187].

4. Вывод.

• В [2] для случая Горячева получены в явном виде уравнения Абеля –Якоби с много-
членом шестой степени под радикалом. В качестве разделенных переменных выбраны
параметры двух семейств прямолинейных образующих однополостного гиперболоида.
Вопрос о том, должны они коммутировать или нет, — это вопрос определений. Как
показывает оригинальная работа [10], переменные разделения Ковалевской (8) не ком-
мутируют.

• В работе [5] и ее английском варианте [6] отсутствует явное указание на то, что пере-
менные Чаплыгина являются переменными разделения (в каком-либо смысле) в случае
Д.Н. Горячева.

• В указанных работах А.B.Цыганова отсутствуют также ссылки на посвященную этой
задаче оригинальную работу Д.Н. Горячева [4] и на варианты построения переменных
разделения, предложенные А.В.Борисовым и И.С.Мамаевым [19, 20].
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Комментарий редколлегии.
Завершая данную дискуссию, отметим, что цель публикации в «НД» «Замечаний . . . »

А.В.Цыганова состояла не в критике автора, а в том, чтобы разъяснить читателям, что
переменные П.Е.Рябова — это не новые переменные разделения, а переменные Чаплыги-
на, сдвинутые на константу интеграла энергии. И, в силу этого, в отличие от переменных
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Чаплыгина, переменные Рябова не коммутируют друг с другом. Поскольку П.Е.Рябовым
этот вопрос ранее так и не был разъяснен, редколлегия сочла уместным опубликовать ком-
ментарий А.В.Цыганова.

Рассмотрим интегрируемую систему, допускающую разделение переменных в эллипти-
ческих координатах q и соответствующих моментах p. Следуя Якоби, в этом случае урав-
нения движения приводятся к уравнениям Абеля

qk
1 q̇1√
F (q1)

+ · · · + qk
nq̇n√
F (qn)

= 0 , k = 0, . . . , n − 1 ,

где F — полином с коэффициентами, зависящими от интегралов движения. Переменные
ui = qi + H, ûi = q2

i + H или ũi = q2
i p

2
i + H, а также все другие подобные переменные по-

прежнему удовлетворяют уравнениям Абеля, которые по теореме Пуанкаре бирационально
эквивалентны исходным уравнениям.

При этом никто не называет подобные переменные новыми переменными разделения,
отличными от эллиптических координат, которые выделены не только тем, что были вве-
дены Эйлером и Якоби, а еще и тем, что они являются коммутирующими переменными
относительно канонической скобки Пуассона.




