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Компьютерная модель динамики прямозубого
эвольвентного зацепления в редукторах

И.И.Косенко, И.К. Гусев

Описывается методика построения динамической модели редуктора с прямозубыми
эвольвентными зацеплениями. Основное внимание уделяется технологии создания моде-
ли упругого контактирования цилиндрических тел. Для отслеживания контакта строится
алгоритм слежения за контактом двух цилиндрических поверхностей с эвольвентной на-
правляющей, сводящиийся к плоской редукции для двух эвольвент. При этом, с учетом
свойств эвольвенты и в силу рассмотренного ранее алгоритма слежения, оказалось, что
общая нормаль к кривым контактирования (эвольвентам) должна совпасть с линией за-
цепления. Отсюда немедленно следует упрощенная методика отслеживания контакта, не
требующая применения системы дифференциально-алгебраических уравнений общего слу-
чая. Эта методика сводится к применению относительно простых формул прямого вычисле-
ния. Одновременно в компьютерной модели зубчатые колеса и корпус редуктора остаются
трехмерными телами.

В рассматриваемой здесь модели учитывается также возможность люфта в редукторе.
Это означает, что при вращении колес возможна потеря контакта между зубьями. После
некоторого интервала времени вращения колес без контакта появляется возможность фор-
мирования пятна контакта между зубьями обратного хода. Однако динамические причины
могут вернуть процесс зацепления к прежнему режиму прямого хода. В модели реализова-
ны все возможные сценарии переключения контактов прямого и обратного хода.
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В реальных редукторах для обеспечения надежности зацепления используется пере-
крытие контактов по времени. Это свойство также реализовано в рассматриваемой динами-
ческой модели. Отдельный контакт зубьев, перемещаясь вдоль линии зацепления, не успе-
вает дойти до точки «расцепления» зубьев, а новый контакт следующей по ходу вращения
пары зубьев уже формируется и начинает свое движение вдоль линии зацепления вслед за
предыдущим контактом.

Ключевые слова: прямозубое эвольвентное зацепление, контактная модель Джонсона,
свойства зацепления, алгоритм отслеживания контакта, модель люфта, кратное зацепление,
объектно-ориентированное моделирование

1. Введение

Компьютерное моделирование динамики редукторов различной конструкции является
достаточно широко распространенной задачей в технике. Среди различных подходов к по-
строению моделей можно выделить два крайних полюса. Во-первых, для построения доста-
точно подробных динамических моделей можно использовать метод конечных элементов.
При этом будет получаться максимально детальная динамическая картина реализации зуб-
чатых зацеплений того или иного типа. Ясно также, что для работы моделей, построенных
на основе такого подхода, требуется весьма значительный вычислительный ресурс.

Во-вторых, на противоположном полюсе можно обнаружить упрощенные модели ре-
дукторов, позволяющие строить исключительно быстродействующие прототипы машин и аг-
регатов. Образцы подобных моделей мы можем найти, например, в стандартной библиотеке
языка Modelica [1]. Кроме того, на языке Modelica имеются также примеры построения мо-
делей редукторов с достаточно хорошо проработанным динамическим описанием свойств
этих устройств и учетом, в частности, влияния сил трения на характер протекающих в зуб-
чатых зацеплениях процессов [2].

Представляется интересным рассмотреть более детально модель процесса контактиро-
вания в зубчатых зацеплениях, с одной стороны, применяя различные модели податливого
контакта, с другой стороны, оставаясь в рамках динамики систем твердых тел, что позволя-
ет рассчитывать на относительно высокую вычислительную эффективность. Простейшей
задачей в этом направлении можно считать моделирование прямозубого эвольвентного за-
цепления.

Представленная в [3] компромиссная модель может быть модернизирована так, чтобы
учесть существенные свойства реального редуктора: люфт в зацеплении и кратность этого
зацепления. Последнее свойство всегда обеспечивается в редукторах для предотвращения
возможного заклинивания. Кроме того, оказалось, что в случае эвольвентного зацепле-
ния алгоритм отслеживания контакта может быть существенно упрощен и ускорен. Для
определенности, как и ранее [3] для случая прямозубого зацепления, используем модель
Джонсона [4] контактирования цилиндрических тел.

Используя развитые ранее методики [5, 6] компьютерного моделирования трехмерных
движений твердых тел, рассмотрим плоскопараллельное движение тел цилиндрической
формы (в нашем случае двух тел A и B) в плоскости, перпендикулярной образующей ци-
линдров, при помощи дополнительного тела C (рис. 1). Вспомогательная система координат
связывается с этим телом так, что образующая будет все время параллельной оси OCz, что
выражается в виде геометрических условий kα = kC (α = A,B), где kα (α = A,B,C) —
орты осей Oαz связанных с координатными системами тел. Чтобы обеспечить движение
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тел в плоскости, параллельной плоскости OCxy, потребуем выполнения еще двух алгебра-
ических условий на z-координаты центров масс тел A и B: zOA

= const, zOB
= const. Все

координаты являются относительными по отношению к осям OCxyz.

Рис. 1. Системы координат модели: (a) базовая O0x0y0z0, (b) корпуса редуктора OCxyz.

Перечисленные алгебраические уравнения легко реализуются в неявной форме, если
для фиксации тел A и B относительно тела C использовать, например, модели шарнир-
ных связей [5]. В этом случае само тело C может совершать произвольные трехмерные
движения, рассматриваемые нами как переносные (относительно некоторой инерциальной
системы отсчета). Так что вполне естественно называть тело C корпусом редуктора (если A
и B — модели зубчатых колес). Также вполне естественно после произведенной редукции
к плоскости OCxy строить аппарат механики контактирования цилиндрических тел при
помощи средств двумерной геометрии [3].

2. Геометрические свойства прямозубого эвольвентного
зацепления

Упростим и, соответственно, существенно ускорим работу ранее реализованного ал-
горитма отслеживания контакта двух эвольвентных поверхностей пары контактирующих
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зубьев прямозубого зацепления. Как оказалось, данное упрощение, помимо ускорения ра-
боты модели, позволяет достаточно легко построить модель кратного зацепления с учетом
возможности потери контакта.

Ранее было установлено [3], что в случае эвольвентного зацепления искомые в алго-
ритме отслеживания контакта точки PA и PB (рис. 1), лежащие на общем перпендикуляре
к эвольвентам сечений зубчатых колес в окрестности контакта, одновременно расположены
на линии зацепления KAKB (рис. 2), совпадающей с упомянутым общим перпендикуляром.
Таким образом, с геометрической точки зрения в каждый момент времени точка PA лежит
на пересечении эвольвенты зуба колеса A и прямой KAKB . Аналогичное утверждение име-
ет место для точки PB : она лежит на пересечении эвольвенты зуба колеса B и той же линии
зацепления KAKB .

Рис. 2. Схема зацепления.

Так что в случае эвольвент вместо достаточно громоздкого алгоритма отслеживания
контакта при помощи системы дифференциально-алгебраических уравнений достаточно
вычислять координаты sA и sB точек PA и PB на прямой KAKB. Эти координаты можно
рассчитывать при помощи чрезвычайно простой процедуры. Рассмотрим ее.

Пусть координаты sA, sB отсчитываются от точек KA и KB соответственно, где вели-
чины sA и sB полагаются равными нулю. Таким образом, при sA + sB � L = |KAKB | имеет
место контакт, а при sA+sB < L контакт отсутствует. В первом случае глубина h взаимного
проникания тел в контакте вычисляется по простой формуле h = L− sA − sB � 0.

При вычислении величины h рассматривается пара зубьев, находящихся в контакте.
В случае прямого хода (колесо A поворачивается — для определенности — по часовой,
а колесо B — против часовой стрелки) в качестве углов поворота ϕA, ϕB колес A и B
используются углы, образованные осью OCx корпуса редуктора и лучами, исходящими из
точек OA, OB и проходящими через точки «роста» соответствующих эвольвент на основных
окружностях (рис. 2).
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Если же колесо A (для определенности) поворачивается так, что угол ϕA выходит за
пределы (вычисляемого ниже) сегмента [ϕA min, ϕA max] его допустимых значений, то модель
генерирует событие наступления условия ϕA /∈ [ϕA min, ϕA max]. Тогда значения углов ϕA =
= ϕ−

A, ϕB = ϕ−
B автоматически корректируются на величины (считается, что существует

контакт прямого хода редуктора)

ϕ+
A = ϕ−

A +mΔϕA, ϕ+
B = ϕ−

B −mΔϕB при ϕA < ϕA min,

ϕ+
A = ϕ−

A −mΔϕA, ϕ+
B = ϕ−

B +mΔϕB при ϕA > ϕA max,

где ΔϕA, ΔϕB — угловая ширина одного зуба колеса A или B соответственно, m — крат-
ность зацепления. Заметим, что на самом деле ϕA и ϕB не являются в точном смысле угла-
ми поворота тел A и B. Это углы поворота зубьев (относительно луча OCx), находящихся
в данный момент в контакте в пределах зоны возможного контактирования, задаваемой
условием ϕA ∈ [ϕA min, ϕA max]. Вышеприведенные формулы просто переключают контакт
в следующем упрощенном смысле: используется простое приближенное правило — когда
пятно контакта «мгновенно исчезает» за верхней или нижней границами допустимого от-
резка [ϕA min, ϕA max], оно немедленно должно появиться с другого конца этого же отрезка.
При этом «ведущим» колесом, генерирующим события, для простоты считается колесо A.

Таким образом, текущий объект контакта в модели при выходе угла поворота за до-
пустимые пределы «перепрыгивает» к следующей паре зубьев через соседние пары кон-
тактирующих к m-й паре, где m, как уже упоминалось выше, есть кратность зацепления.
Заметим, что степень перекрытия — это (в общем случае вещественное) число, не меньшее
единицы. В этом случае величину m следует считать наименьшим целым, не меньшим, чем
степень перекрытия.

Граничные значения ϕA min, ϕA max угла наклона эвольвенты в контакте текущей пары
зубьев вычисляются из естественных ограничений, накладываемых на область контакти-
рования. Минимальное значение ϕA min соответствует конечной точке b контактирования
вдоль линии зацепления при прямом ходе (рис. 2). Из рисунка 2 нетрудно понять, что
величина ϕA min может быть вычислена по формуле ϕA min = αw − (|KAa|+ |ab|) /rAb, со-
ответствующей выбору начала a и конца b контактирования. Здесь αw — угол зацепления,
rAb — радиус основной окружности колеса A.

Если угловое положение ϕA = ϕA min колеса A соответствует моменту конца контакти-
рования, то, очевидно, угол ϕA = ϕA max должен соответствовать началу этого процесса для
данной пары зубьев. Легко понять, что в этом случае следует положить ϕA max = ϕA min +
+mΔϕA.

Формулы для расчета координат sA, sB точек PA, PB также установить нетрудно:

sA =

{
rAb (αw − ϕA) при ϕA < αw,

0 при ϕA � αw,

sB =

{
rBb (αw + π − ϕB) при ϕB < π + αw,

0 при ϕB � π + αw,

где rBb — радиус основной окружности колеса B.
Для учета контактов соседних пар зубьев (в случае степени перекрытия, большей еди-

ницы) в модели редуктора следует обеспечить дополнительные объекты контакта колес A
и B. Общее количество таких объектов для симуляции прямого хода редуктора должно
быть равно m.
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Далее ясно, что если в прямом ходе колес редуктора контакт зубьев теряется, то почти
наверняка после этого может возникнуть контакт обратного хода между зубьями, отсто-
ящими от пары зубьев потерянного контакта «через» впадину. Так что зубья контакта
обратного хода являются соседними для зубьев прямого хода.

Для моделирования обратного хода нужно рассмотреть линию зацепления, получен-
ную из линии рисунка 2 зеркальным отражением отностительно оси, соединяющей точки
OA и OB . Все рассмотренные для прямого хода геометрические свойства контактирования
зеркально повторяются для случая обратного хода. В частности, координаты sA и sB в этом
случае имеют выражения

sA =

{
rAb (αw + ϕA) при ϕA > −αw,

0 при ϕA � −αw,

sB =

{
rBb (αw − π + ϕB) при ϕB > π − αw,

0 при ϕB � π − αw.

Заметим здесь, что под прямым и обратным ходом мы понимаем не кинематическое
свойство вращаться по часовой стрелке или против, а динамическое свойство «включения»
в работу/контакт ведущих/ведомых поверхностей зубьев. Так что прямой ход будет наблю-
даться либо при разгоне (ускоренном вращении) ведущего колеса A по часовой стрелке,
либо при торможении, когда оно вращается против часовой стрелки. Аналогично, обрат-
ный ход в общем положении соответствует либо торможению колеса A при его вращении по
часовой стрелке, либо его разгону, когда оно вращается против часовой стрелки. Упрощая
формулировки, назовем прямым ходом вращение колес с расположением линии зацепления,
показанной на рисунке 2, а обратным ходом — вращение, при котором линия зацепления
имеет зеркальное (относительно прямой OAOB) к показанному на рисунке 2 расположение.
Так же, как и в случае прямого хода, при вращении зубчатых колес с обратным ходом
следует обеспечить корректное переключение пар контактирующих зубьев.

Переключение пар контактирующих зубьев обратного хода происходит, если область
контактирования при перемещении вдоль линии зацепления K ′

AK
′
B (рис. 3) покидает отре-

зок контактирования a′b′ либо через точку a′, либо через точку b′. При этом следует при-
менить те же соотношения, что и ранее, заменив в них отрезок [ϕA min, ϕA max] допустимых
значений угла ϕ′

A на отрезок [ϕ′
A min, ϕ

′
A max] так, что ϕ′

A min = −ϕA max, ϕ′
A max = −ϕA min.

3. Модель учета кратности зацепления

В рассмотренной ранее упрощенной модели зацепления [3] его кратность предполага-
лась равной единице. Это означает, что в момент потери контакта в точке b одновременно
возникает контакт в точке a. Хорошо известно, однако, что на практике такое устройство
редуктора приводит к его низкой надежности (заклиниванию, обусловленному ошибками
в изготовлении зубчатых колес). Поэтому для надежной работы редуктора предусматри-
вается перекрытие отрезков контакта в парах зубъев: новый контакт в точке a возникает
раньше, чем текущий контакт исчезнет в точке b.

Вернемся к примеру, рассмотренному в [3], где была построена виртуальная установка,
состоящая из двух зубчатых колес: ведущего A и ведомого B. Для простоты предпола-
гается, что корпус редуктора C является неподвижным телом. Начало OC инерциальной
системы координат OCxyz совпадает с центром колеса A, в котором находится цилиндри-
ческий шарнир, соединяющий тела A и C. Центр колеса B расположен на горизонтальной
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Рис. 3. Зацепление обратного хода.

оси OCx. В нем находится второй цилиндрический шарнир, соединяющий тело B и вспо-
могательный ползун S. Ползун S, в свою очередь, может свободно скользить относительно
тела C вдоль оси OCx. Однако это скольжение сдерживается пружиной очень большой
жесткости, соединяющей тела C и S. В данной экспериментальной установке для вспомо-
гательной верификации была введена податливость между телами B и C, обеспечиваемая
при помощи ползуна S. Эта податливость направлена вдоль линии OAOB , соединяющей
центры колес и совпадающей с осью OCx. Такая конструкция предотвращает возникнове-
ние статической неопределимости в модели для случая твердотельного контакта по точке
в зубчатом зацеплении колес A и B.

В модели зацепления задаются следующие независимые параметры:

• zA = 20 — число зубьев ведущего колеса,

• zB = 30 — число зубьев ведомого колеса,

• rA = 0.2 м радиус начальной окружности ведущего колеса.

После этого остальные геометрические характеристики вычисляются в следующем виде:

• n = zB/zA — передаточное число,

• rB = nrA — радиус начальной окружности ведомого колеса,

• ΔγA = 2π/zA, ΔγB = 2π/zB — шаговые углы ведущего и ведомого зубчатых колес.

Для дальнейшего определения зацепления важное значение имеет задание величины
угла зацепления. Она может быть выбрана при удовлетворении условия αw > αw inf , где
αw inf = inf αw — нижняя грань всех возможных углов зацепления, допускаемых фиксиро-
ванными значениями вышеперечисленных параметров. Последнее условие есть следствие
естественного ограничения |−−−−→KAKB | > |−→ab|. Величина упомянутой грани определяется по
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формуле

αw inf = arctg
2π

zA(1 + n)
.

Для определенности будем использовать величину

αw = 2.8αw inf .

Далее при помощи значения угла зацепления и величины передаточного числа рас-
считываются все необходимые геометрические характеристики, показанные на рисунке 2.
Сначала могут быть найдены радиусы основных окружностей в виде

rαb = rα cosαw (α = A,B).

Затем можно вычислить полную длину линии зацепления

|−−−−→KAKB | = rA(1 + n) sinαw.

С другой стороны, длина любого отрезка контактирования [a, b] ⊂ (KAKB) вдоль этой
линии является в точности длиной дуги основной окружности, соответствующей шаговому
углу ΔγA (либо ΔγB) любого из колес редуктора, так что имеем

|−→ab| = rαbΔγα (α = A,B).

Расстояние между центрами колес легко вычисляется в виде d = rA + rB . Для вычис-
ления начальных условий в модели необходимо выполнить дополнительные расчеты. Для
определенности будем считать, что система координат OCxCyCzC имеет свое начало в точ-
ке OA центра ведущего колеса A: OC = OA. Начальные абсолютные координаты этих точек
совпадают

rOC
= rOA

= (0, 0, 0)T ,

и начальное положение центра ведомого колеса определяется равенством

rOB
= (d, 0, 0)T .

Начальные положения точек KA и KB вычисляются по легко выводимым векторным
формулам (рис. 2)

rKA
= rOA

+ rAb (cosαw, sinαw, 0)T ,

rKB
= rOB

− rBb (cosαw, sinαw, 0)T ,

после чего вектор направления линии зацепления может быть получен в виде
−−−−→
KAKB =

= rKB
− rKA

. Теперь положение точки a начала контакта можно задать в виде

ra = rKA
+

1
2

(
|−−−−→KAKB | − |−→ab|

) −−−−→KAKB

|−−−−→KAKB |
,

а начальное положение точки b конца контактирования — в виде

rb = ra +
|−→ab|

|−−−−→KAKB |
−−−−→
KAKB .
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Учтем, что расстояние от точки a до OB в точности равно радиусу окружности вер-
шин rBa колеса B, а расстояние от точки b (в ее начальном положении) до OA — радиусу
окружности вершин rAa колеса A:

rAa = |rb − rOA
| , rBa = |ra − rOB

| .
Для обеспечения перекрытия в зацеплении при заполнении зубьями двух колес с zA =

= 20 и zB = 30 рассмотрим случай zA = 22 и zB = 33, обеспечивающий такое же переда-
точное число n = 3/2. При этом реальные угловые ширины ΔϕA = π/11 и ΔϕB = 2π/33
зубьев будут меньше их номинальных ширин: ΔγA = π/10 и ΔγB = 2π/30.

4. Архитектура визуальной модели

Одновременное существование в полученной модели двух контактов, как в прямом, так
и в обратном ходе, требует использовать в компьютерной модели зацепления сразу четыре
объекта контакта (два для прямого хода плюс два для обратного). Визуальная модель при-
мера испытательного стенда представлена на рисунке 4. Здесь Contactf1 и Contactf2 —
объекты контакта прямого хода, а Contactb1 и Contactb2 — обратного хода. Таким обра-
зом, объекты моделей ведущего (левого) и ведомого (правого) зубчатых колес (объекты
LeftWheel и RightWheel соответственно) имеют каждый по 4 входных порта для информа-
ции о силовых винтах, возникающих в областях пятен упругого контакта.

Каждый из упомянутых объектов виртуально работает независимо. Согласованность
их «включения» и «выключения» достигается при помощи корректного выбора начальных
данных для переменных состояния внутри объектов контакта. В рассматриваемом примере
эти начальные данные заданы следующим образом.

Угловые скорости колес в начальный момент предполагаются нулевыми. Для опре-
деленности будем также считать, что ось OAxA тела A проходит через корневую точку
эвольвенты, лежащую на основной окружности тела. Эта эвольвента в точности задает
поверхность зуба, находящуюся в начальный момент в контакте в точке a. Аналогично
проходит ось OBxB колеса B — через корневую точку начальной контактной эвольвенты
этого колеса.

В начальный момент времени одна пара зубьев колес A и B имеет контакт (с нулевой
величиной продавливания) в точке a (рис. 2). Этот контакт для определенности имеет пря-
мой ход редуктора. Из рисунка 2 нетрудно заключить, что в этом положении зубьев для
углов наклона ϕA, ϕB радиус-векторов точек начала (лежащих на основных окружностях
колес) эвольвент справедливы соотношения

ϕA
f1
0 = arctg 2 (ay, ax)− θA, ϕB

f1
0 = arctg 2 (ay − yCB

, ax − xCB
)− θB, (4.1)

где θA, θB — полярные углы точки a на эвольвентах зубьев, вычисляемые в виде

θA =

√
|a|2 − r2Ab

rAb
− arccos

(
rAb

|a|
)
,

θB =

√
|a− rCB

|2 − r2Bb

rBb
− arccos

(
rBb

|a− rCB
|
)
.

Таким образом, начальные значения углов поворота колес в объекте Contactf1 опреде-
ляются при помощи формул (4.1). Далее, коль скоро предполагается наличие перекрытия
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Рис. 4. Визуальная модель зацепления.

контактов, то если одна пара зубьев начинает контактировать в точке a, то другая па-
ра, опережающая первую, будет иметь контакт где-то на отрезке [a, b]. Данный контакт
будет задаваться в объекте Contactf2. Начальные значения рабочих углов ϕA, ϕB , зада-
ющих угол поворота эвольвенты прямого или обратного хода в указанных выше пределах
[ϕA min, ϕA max], [ϕB min, ϕB max], в этом контакте должны отстоять от соответствующих зна-
чений в объекте Contactf1 точно на величину углового шага, соответствующего ширине
зуба, а значит, должны быть справедливы формулы

ϕA
f2
0 = ϕA

f1
0 −ΔϕA, ϕB

f2
0 = ϕB

f1
0 + ΔϕB .

Выбор начальных данных для объектов Contactb1, Contactb2, обслуживающих обрат-
ный ход, не столь очевиден. В самом деле, эвольвентные поверхности пары зубьев контакта,
отслеживаемого объектом Contactb1, будут находиться на тех же зубьях, что и поверх-
ности, отслеживаемые объектом Contactf2, только на другой стороне соответствующего
зуба (рис. 2). Таким образом, с геометрической точки зрения контакт обратного хода, от-
слеживаемый объектом Contactb1 на начальной фазе движения, будет находиться между
контактами прямого хода, отслеживаемыми объектами Contactf1 и Contactf2.

Но на одном зубе радиус-векторы корневых точек (эти точки лежат на основной окруж-
ности) эвольвент его двух сторон повернуты друг относительно друга в точности на угловую
ширину отдельного зуба — без учета угловой ширины впадины. Заметим, что угловые шири-
ны следует отсчитывать дугами на основной окружности. Обозначим эти угловые ширины
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зубьев символами tAwid, tBwid. Тогда начальные данные в объекте Contactb1 вычисляются
по формулам

ϕA
b1
0 = ϕA

f2
0 + tAwid, ϕB

b1
0 = ϕB

f1
0 + tBwid.

Отметим здесь, что хотя в начальный момент вычислительного эксперимента объекты
Contactb1, Contactb2 и отслеживают (вычисляют) точки PA, PB в каждом из них, но,
в силу физического отсутствия контактов обратного хода, генерируют нулевые контактные
усилия (силовые винты — моторы).

Объект Contactb2 второго контакта обратного хода имеет следующие начальные дан-
ные для углов эвольвент (точнее, углов наклона радиус-векторов их корневых точек для
случая m = 2):

ϕA
b2
0 =

{
ϕA

f1
0 − 2ΔϕA + tAwid при ϕA

f1
0 − 2ΔϕA + tAwid > ϕA min,

ϕA
f1
0 + tAwid при ϕA

f1
0 − 2ΔϕA + tAwid � ϕA min,

ϕB
b2
0 =

{
ϕB

f1
0 + ΔϕB + tBwid при ϕA

f1
0 − 2ΔϕA + tAwid > ϕA min,

ϕB
f1
0 −ΔϕB + tBwid при ϕA

f1
0 − 2ΔϕA + tAwid � ϕA min.

В этих последних формулах учитывается тот факт, что при кратном зацеплении для
случая обратного хода (при наличии люфта) имеется также несколько возможностей (в на-
шем примере — две) реализации контакта вдоль линии K ′

AK
′
B (рис. 3).

Обеспечив указанный выше выбор начальных условий зацепления в объектах потен-
циальных контактов, мы обеспечим корректное переключение режимов контактирования
в самих объектах и корректное отслеживание переключения контакта эвольвент в процессе
вращения зубчатых колес. Построенная модель зацепления (с учетом возможности люф-
та — ослабления контакта между зубьями) позволяет симулировать любые типы движений
в редукторе с любыми возможными вариантами контактирования между зубьями. Эта мо-
дель позволяет эффективно строить виртуальные прототипы редукторов с прямозубыми
эвольвентными зацеплениями любой сложности.

Вернемся к визуальной модели редуктора, показанной на рисунке 4. Она построена
с использованием ранее предложенных технологий конструирования физически ориенти-
рованных моделей [5]. Каждому физически реализуемому контакту модели соответствует
один объект визуальной модели (рис. 4). Между тем, с функциональной точки зрения нет
никакой разницы, как именно распределяются контакты конкретного типа (прямого хода
№№1, 2 или обратного хода №№1, 2) на множестве из четырех однотипных объектов, так что
код одного и того же класса может исполнять «роль» контакта любого типа в модели пря-
мозубого эвольвентного зацепления. В силу указанных обстоятельств вполне оправданно
в визуальной модели все контактные объекты поместить в массив («штабель») из четырех
объектов контакта, который должен иметь также массив из четырех коннекторов, пред-
назначенных для передачи данных о силовых винтах, передаваемых из объектов контакта
в объекты тел (колеса LeftWheel, RightWheel — на рис. 4). Тогда в объектах LeftWheel
и RightWheel соответствующие силовые порты будут на самом деле массивами портов.

Фундаментальным свойством контактного класса, используемым в описываемой здесь
модели, являются углы ϕA, ϕB относительного поворота колес. Эти углы во все время си-
муляции остаются ограниченными: ϕα ∈ [ϕα min, ϕα max] (α = A,B). При этом производные
ϕ̇α(t), ψ̇α(t) совпадают почти всюду по t ∈ [t0, t1], где t0 — момент начала процесса модели-
рования, t1 — момент конца этого процесса. Здесь величины ψα (α = A,B) предполагаются
углами поворота колес редуктора относительно его корпуса. Переменные ψα (α = A,B)
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задаются динамическими уравнениями задачи. В общем случае, при работе редуктора, уг-
лы ψα(t) могут неограниченно расти или убывать, тогда как углы ϕα(t) всегда остаются
ограниченными.

Такое свойство обеспечивается при помощи аппарата управления событиями. В обыч-
ном режиме, когда ϕα(t) ∈ [ϕα min, ϕα max], мы полагаем, что величина ϕα(t) удовлетворяет
дифференциальному уравнению

dϕα

dt
=
dψα

dt
(α = A,B). (4.2)

При этом производная ψ̇α(t) предполагается выраженной через переменные состояния
задачи. При наступлении события ϕα(t) < ϕα min или события ϕα(t) > ϕα max в соответству-
ющем дифференциальном уравнении системы (4.2) немедленно корректируется начальное
условие для задачи Коши (в момент t = t∗ наступления упомянутого события) по формуле

ϕα(t∗) =

{
ϕα max при ϕα(t∗−) = ϕα min и ϕ̇α(t∗−) < 0,

ϕα min при ϕα(t∗−) = ϕα max и ϕ̇α(t∗−) > 0.

Данный событийный механизм обеспечивает корректное управление моделью симули-
рования физического переключения зубьев в контактах во время работы модели редуктора.

5. Реализация модели контактной силы

Геометрические свойства модели контактирования эвольвент реализованы в виде клас-
са-параметра базового шаблона, описанного в [7]. Для реализации модели силового кон-
тактного взаимодействия между зубьями колес прямозубого зацепления используем тот же
класс-шаблон, применявшийся раньше [7] для реализации геометрии зацепления. Здесь ос-
новное внимание уделяется технике вычисления нормальной упругой силы, возникающей
при взаимном проникании внешних цилиндрических поверхностей (образующих эвольвент).

Согласно [8], одной из наиболее корректных моделей нормальной силы упругого вза-
имодействия между цилиндрами считается модель Джонсона [4], причем в [8] эта модель
играет роль эталонной. Рассмотрим алгоритм вычисления силы в соответствии с этой мо-
делью.

Уравнение, связывающее глубину h взаимного проникания цилиндров (предполагае-
мых, как и в задаче Герца, геометрически твердыми) с величиной нормальной силы N ,
приходящейся на единицу длины контактирующих цилиндров, имеет вид

h =
N

πE


[
ln

4πE
 (ρA + ρB)
N

− 1
]
. (5.1)

Данное уравнение выписано для случая так называемого внешнего контакта, когда
в области контакта обе поверхности контактирующих тел выпуклы в направлении друг
друга. В данном контексте случай внутреннего контакта не рассматривается. Присутству-
ющая в уравнении (5.1) величина E
 является приведенным модулем упругости контакта
и вычисляется из уравнения

1
E


=
1− ν2

A

EA
+

1− ν2
B

EB
,

где EA, EB — модули упругости Юнга контактирующих тел, νA, νB – соответствующие
коэффициенты Пуассона. Величины ρA, ρB являются радиусами кривизны эвольвент тел A
и B, вычисленных в текущих точках отслеживания контакта PA, PB соответственно.
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Заметим, что формула (5.1) строилась для случая плоского контакта двух круговых ци-
линдров. В рамках предположения модели Герца об относительной малости области контак-
та по сравнению с размерами контактирующих тел, приближенно, с точностью до членов по-
рядка выше второго в разложениях уравнений поверхностей по координатам отклонений от
точек PA, PB , эвольвентные цилиндрические поверхности заменяются «мгновенными» кру-
говыми цилиндрами с радиусами ρA, ρB, равными текущим радиусам кривизны эвольвент.

Уравнение (5.1) задает величину удельной силы нормального давления N в виде неяв-
ной функции от h. В динамической модели редуктора формула (5.1) напрямую непригодна
для непосредственного применения в секции поведения. Ситуация усложняется еще и тем,
что, как станет видно в последующем динамическом анализе, неявная функция N(h) опре-
делена уравнением (5.1) неоднозначно. В текущем положении контактирующих тел вели-
чины h, E∗ (параметр, характеризующий материал тел), ρA, ρB следует считать заданными
и искать величину N .

Удобнее всего уравнение (5.1) преобразовать к безразмерному виду уравнения, задаю-
щего неявную функцию y(x):

y · ln y = −x, (5.2)

где
x =

e

4 (ρA + ρB)
h, y =

e

4πE
 (ρA + ρB)
N.

Уравнение (5.2) допускает решение x = 0, y = 0, соответствующее случаю начала кон-
тактирования, когда прямоугольная контактная площадка общего положения вырождается
в линейный отрезок вдоль образующей цилиндрических поверхностей. Область монотонно-
сти функции левой части (5.2) — отрезок

[
0, e−1

]
, причем эта функция монотонно убывает

от нуля до −e−1. Тогда область применимости модели Джонсона можно оценить неравен-
ствами

h � 4 (ρA + ρB)
e2

, N � 4πE
 (ρA + ρB)
e2

. (5.3)

Из рисунка 2 и из свойств эвольвенты (центры кривизны контактирующих эвольвент
лежат в точках KA, KB) следует, что ρA + ρB = |KAKB | с точностью до малой ошибки
h. Поэтому величина h должна быть не более половины от величины |KAKB |, что всегда
гарантировано при достаточно больших жесткостях. На самом деле в этом случае должно
быть выполнено условие h
 |KAKB |.

В силу вышесказанного, при достаточно большом значении модуля упругости матери-
алов тел модель Джонсона реализуется с гарантией на отрезке y ∈ [

0, e−1
]
монотонности

функции левой части уравнения (5.2). Поскольку в точке y = e−1 производная левой ча-
сти (5.2) равна нулю, то, ограничиваясь множеством строгой монотонности, будем считать,
что 0 � x < e−1 или, что эквивалентно, 0 � y < e−1.

Более того, вырождение имеет место в точке нулевого решения x = y = 0, поскольку
производная от функции y ln y в этом случае бесконечна. Поэтому для вычисления функции
y(x) построим алгоритм с учетом условия 0 < x < e−1. Для этого преобразуем уравнение
(5.2), вводя вместо неизвестной функции y(x) масштабированную функцию η(x) по формуле
y(x) = xη(x). Тогда уравнение (5.2) принимает вид

η(lnx+ ln η) + 1 = 0. (5.4)

Введение вместо величины x величины

ν = − 1
lnx
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позволяет преобразовать уравнение (5.4) к более удобному виду

η = ν(1 + η ln η). (5.5)

Заметим, что при малом x > 0 величина η также будет мала и положительна, причем η �→ 0
при x �→ 0.

Формула (5.5) в явной форме позволяет построить итерационный процесс

ηn+1 = ν (1 + ηn ln ηn) , n = 0, 1, . . . . (5.6)

В качестве начального приближения здесь можно взять какое-нибудь значение 0 < η0 � e−1.
Числовая последовательность {ηn}∞n=0, построенная по итерационной формуле (5.6),

будет строго положительной и ограниченной: 0 < ηn < ν. Следовательно, у этой последова-
тельности будет хотя бы один предел. Поэтому существует подпоследовательность {ηnk

}∞k=0,
сходящаяся к этому пределу: ηnk

−→ η
 при k −→∞.
Этот предел единственен. В самом деле, в силу (5.6) предел удовлетворяет уравне-

нию (5.5). Если другой предел η

, то он также должен удовлетворять уравнению (5.5), что
невозможно, поскольку уравнение (5.5) на множестве [0, 1) эквивалентно уравнению (5.2)
на множестве [0, e−1), которое имеет в точности одно решение.

Вычисления показывают, что итерационный процесс (5.6) сходится достаточно быстро.
Достоинство этого процесса состоит в том, что он работает одинаково регулярно при всех
допустимых значениях x. Кроме того, при любых сколь угодно малых η > 0 функция η ln η
всегда остается равномерно ограниченной. Так что при любых допустимых значениях x
итерационный оператор остается регулярным.

В качестве модели вязкой составляющей нормальной силы используется нелинейная
модель, примененная в [9]. В модели касательной силы трения для простоты по примеру
других работ (см., например, [10]) применялся регуляризованный закон Кулона [11]. Нет
никаких трудностей изменить соответствующий класс-параметр и применить какую-нибудь
более сложную зависимость силы трения от скорости относительного проскальзывания.

6. Вычислительные эксперименты

6.1. Динамическая ошибка передачи

Для вычислительной верификации была выбрана величина динамической ошибки пе-
редачи редуктора. Вначале введем вспомогательную переменную

Δ = −rAbϕA − rBbϕB , (6.1)

характеризующую рассогласование длин дуг основных окружностей колес. В случае иде-
альной «твердотельной» связи зубьев и при идеальном их переключении в отсутствие тре-
ния эта величина должна быть тождественно равной нулю.

Для проведения более подробного анализа рассмотрим результаты численного экспе-
римента. Прежде всего заметим, что в рассматриваемой модели эвольвентного зацепления
невязка Δ(t) должна (почти) совпадать с глубиной h(t) взаимного проникания твердотель-
ных зубьев в окрестности контактной точки в применяемой нами модели Джонсона. В самом
деле, рассогласование (6.1) есть в точности разность дуговых расстояний основных окруж-
ностей, на которые поворачиваются колеса A и B. Эта разность накапливается с начала
движения в точности тогда, когда зубчатые колеса начинают контактировать.
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С другой стороны, в силу известных свойств эвольвент, невязка Δ(t) реализуется в точ-
ности вдоль линии зацепления KAKB , «сходящей» с основной окружности колеса A и «на-
матываемой» на основную окружность колеса B. При этом, с кинематической точки зрения
с основной окружности колеса A «смотана» нить длины −rAbϕA, в то время как на основную
окружность колеса B «намотана» нить длины rBbϕB . Если бы контакт был геометрически
твердым, то выполнялось бы условие Δ(t) ≡ 0.

Известно, что общий перпендикуляр PAPB к эвольвентам контактирующих поверхно-
стей зубьев лежит в точности на линии зацепления KAKB , поэтому геометрически должно
выполняться соотношение

|−−−→PAPB | ≡ h(t) ≡ Δ(t).

Сравнение указанных переменных, полученных в процессе симуляции для «наиболее иде-
ального» случая однократного контакта m = 1 в прямом ходе, показано на рисунке 5.

Эффект, имеющий место за счет твердотельного «продавливания» тел в контактной
модели Джонсона, в определенном смысле похож на эффект, связанный с крутильными
деформациями упругих шестеренок A и B [12, 13]. Более того, конечноэлементное модели-
рование упругого изгиба контактирующих зубьев [14] не слишком существенно искажает
общую картину динамики зацепления.
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В самом деле, динамическая ошибка передачи с точностью до знака вычисляется по фор-
муле

δ = −rAbψA − rBbψB , (6.2)

аналогичной формуле (6.1). Здесь величины ψA, ψB являются отклонениями углов поворота
тел A и B, деформированных из-за контакта, от некоторых своих номинальных значений
ΦA(t), ΦB(t) так, что выполняются равенства

ϕα(t) = Φα(t) + ψα(t) (α = A,B).

По сути дела, нужно через «точку» контакта мысленно провести ось координатной системы
и провести также ось через ту же точку, но в недеформированном состоянии. Угол между
этими осями и будет равен ψA для тела A и ψB — для тела B. Под деформациями здесь
на самом деле можно понимать крутильные деформации вала с колесом плюс изгибные
деформации самих зубьев. Последние также создают «крутильный» эффект на колесах.

Номинальные значения Φα(t) в точности соответствуют твердотельному контакту, при
котором, очевидно, выполняется кинематическое тождество

−rAbΦA(t)− rBbΦB(t) ≡ 0,

поэтому в рамках данного рассмотрения оказывается, что Δ(t) ≡ δ(t).
Рассмотрим далее источники динамической ошибки редуктора, представленной на ри-

сунке 5. Если в модели полностью убрать трение между поверхностями зубьев, то вели-
чина δ(t) будет асимптотически увеличиваться до предельного значения, дающего систе-
матическую ошибку (рис. 6, синий график). Если же в рассмотрение ввести простейшую
модель сухого трения с коэффициентом f = 0.3, то на систематическую ошибку наложится
периодическая ошибка, терпящая скачки в моменты смены пар контактирующих зубьев
и прохождения через полюс зацепления P . Соответствующая кривая показана на рисунке 6
красным цветом.
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aДля читателя печатной версии: здесь и далее полноцветные версии рисунков см. в эл. версии статьи —
http://nd.ics.org.ru/doc/r/pdf/2068/0
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Последняя кривая на рисунке 6 показывает, что найденная ошибка полностью идентич-
на аналогичной ошибке, выведенной в [12, 13]. В последнем случае мы видим дополнитель-
ные малые искажения графика (рис. 6), получающиеся за счет дополнительных вкладов
от крутильных колебаний, и всплеск, возникающий с момент потери контакта еще одной,
предшествующей, пары зубьев. Напомним, что в нашей модели для простоты рассматри-
вается случай, когда в каждый данный момент времени контактирует только одна пара
зубьев. В работах же [12, 13] временные сегменты контактирования пар зубьев перекрыва-
ются (одновременно не более двух). Такую ситуацию в нашей модели мы обсудим ниже.

6.2. Сравнение со случаем твердого контакта

Помимо описанной выше верификации проводилось также численное сравнение постро-
енной модели и модели, включающей твердый контакт. Сравнение результатов симуляции
показано на рисунке 7. Вдоль оси ординат отсчитывается величина нормальной контакт-
ной силы. Случай модели Джонсона соответствует графику синего цвета, а красный цвет
используется для случая твердотельной контактной модели.

Из рисунка 7 видно, что обе контактные модели дают почти идентичный динамиче-
ский результат. Разница лишь в том, что модель Джонсона порождает дополнительные
осцилляции значений нормальной силы. Более того, из детализации, показанной на ри-
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сунке 7, видно, что твердотельная модель ведет себя как усреднение модели с податли-
востью. Преимуществом последней является то, что она позволяет рассматривать задачи
с любым количеством контактов взаимодействующих тел, тогда как твердотельная модель
этого делать не позволяет. Сравнение времени процессора, требуемого для прогона моде-
ли, показывает, что модель Джонсона лишь незначительно удлиняет требуемое время счета
(не более, чем в два раза). Таким образом, можно сказать, что в данной работе рассмотрена
неограниченная контактная задача для редукторов. В традиционной инженерной постанов-
ке контактные задачи обычно рассматриваются в ограниченной постановке, включающей
дополнительные гипотезы о распределении нормальной силы по набору, в общем случае,
множественных пятен контакта для одного и того же твердого тела.

Можно указать еще один интересный пример [15] упрощенной модели упругой податли-
вости с дополнительными степенями свободы между каждым (предполагаемым твердым)
зубом и колесом (также предполагаемым твердым). Дополнительные степени свободы обес-
печивают подвижность отдельного зуба относительно корпуса колеса вдоль его окружности
впадин. Жесткости податливостей подбираются с учетом упругих свойств изгибной дефор-
мации зубьев.

6.3. Случай кратного контакта

Для верификации усовершенствованной модели (при m = 2) редуктора проводились
дополнительные численные эксперименты. Проверялись на соответствие графики динами-
ческой ошибки передачи и величина нормальной силы в контакте. В первом случае нынеш-
няя модель уточняет графики ошибки передачи, отслеживая, как и в работах [12, 13], момен-
ты увеличения/уменьшения кратности контакта. Как и в работах [12, 13], в нашей модели
в такие моменты обнаруживаются всплески наблюдаемой величины (в данном случае —
динамической ошибки передачи). График динамической ошибки показан на рисунке 8.

Здесь синим цветом окрашен график динамической ошибки передачи при m = 1. Кри-
вая красного цвета соответствует реализации перекрытия контактов (m = 2). Из графика
ошибки легко сделать несколько достаточно естественных выводов. Во-первых, интерва-
лы времени, когда контакты пар зубьев перекрываются, характеризуются, что естественно,
удвоенной упругой жесткостью, и, как следствие, мы наблюдаем в эти интервалы падение
ошибки в два раза. Во-вторых, что также видно из графика, эффект перекрытия интер-
валов контактирования приводит к систематическому сдвигу («схлопыванию») графика
цикла зацепления.

При наблюдении поведения силы нормальной упругой реакции в контакте имеет место
иная ситуация. Обычно, следуя инженерной традиции использования ограниченной поста-
новки динамической задачи с кратными контактами, для вычисления нормальной силы
в каждом контакте просто делят соответствующую суммарную динамическую силу «по-
ровну» (или с использованием каких-нибудь нединамических соображений) между пятнами
контакта зубьев. В случае же нашей модели контактная сила упругости вычисляется ди-
намически в процессе симуляции исходя (в данном случае) из модели Джонсона, реализуя,
тем самым, неограниченную задачу контактирования зубчатых колес редуктора. Характер
поведения нормальных сил в контакте в течение цикла зацепления показан на рисунке 9.

Здесь показана зависимость от времени нормальных упругих сил, вычисляемых в двух
контактных объектах прямого хода. В анализируемом случае предполагается, что на веду-
щее колесо A действует постоянный ускоряющий крутящий момент, а на ведомое колесо B
действует крутящий момент вязкого сопротивления, пропорциональный угловой скорости
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Рис. 8. Динамическая ошибка передачи для m = 1 и m = 2.

вращения этого колеса. Из графика сразу же следует интересное наблюдение: инженерный
подход, применяемый при использовании ограниченной формулировки динамической зада-
чи, косвенно подтверждается и при неограниченной формулировке: величины нормальных
упругих сил при наличии двух одновременных контактов оказываются все-таки почти оди-
наковыми. На самом деле это вполне естественно, поскольку в силу твердотельного харак-
тера движения колес глубина проникания в обоих одновременно существующих контактах
будет одинакова, а значит, одинаковыми будут и нормальные упругие силы, вычисляемые
из модели Джонсона.

7. Выводы

Проведенный выше анализ модели зацепления позволяет сделать следующие заключе-
ния о свойствах динамического прототипа прямозубого эвольвентного редуктора.

1. Цилиндрические контактные модели в определенном смысле проще общих трехмер-
ных моделей, поскольку они ограничены двумерным геометрическим анализом. Одна-
ко динамические модели при этом становятся сложнее, поскольку в модели Джонсона
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Рис. 9. Нормальные силы в контактах.

используется трансцендентное уравнение, имеющее сингулярность в нуле и поставля-
ющее дополнительную жесткость в численную модель.

2. В силу изгиба зубьев модели с податливостью создают эффект, аналогичный крутиль-
ным упругим деформациям зубчатых колес.

3. В моделях с податливостью учет эффекта динамического изгиба зубьев позволяет
немного уменьшать нормальную контактную жесткость.

4. Данная контактная модель предоставляет возможность построения так называемой
неограниченной контактной задачи с любым числом параллельных контактов для тела
в моделируемой системе тел.

5. Модель обеспечивает симуляцию как прямого, так и обратного хода редуктора с уче-
том возможного зазора между контактирующими зубьями.

6. Модель позволяет симулировать эвольвентное зацепление с кратными контактами.

7. В модели реализован наиболее эффективный алгоритм отслеживания контакта, ис-
ключающий в случае эвольвенты использование каких-либо уравнений — дифферен-
циальных или алгебраических. Для вычисления глубины взаимного проникания эволь-
вентных поверхностей зубьев используются прямые формулы.
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8. Построенная модель податливости показала достаточно высокую эффективность даже
в сравнении с наиболее быстродействующим случаем геометрически твердой связи.

9. Для обеспечения точности модели контактирования наиболее подходящая реализа-
ция — это массив контактных объектов. Согласование поведения этих объектов обес-
печивается подходящим подбором начальных данных для переменных объекта.

10. Разработанная компьютерная модель открывает возможность построения редукторов
любой сложности для прямозубых эвольвентных зацеплений.
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A dynamical model of the gearbox with spur involute mesh is under construction. The main
attention is paid to the design technology of the cylindrical bodies elastic contact models. First
of all, an algorithm for tracking of contact for cylindrical surfaces directed by involutes underwent
upgrading. This algorithm is reduced “simply” to tracking of two involutes. As a result it turned
out that common line normal to both curves, involutes, of contacting coincides always with
line of action. This causes immediately a simplified technique for contact tracking without use
of differential or algebraic equations. This technique is reduced to simple formulae for direct
computations. At the same time dynamical models of the bodies involved, gearwheels and gearbox
housing, continue to be three-dimensional.
Contact model provides a full possibility to take into account unilateral nature of teeth interacting
while meshing. The backlash may arise dynamically for any side of teeth pairs at contact. In
particular, the model simulates dynamics for arbitrary regimes of the pinion rotation acceleration/
deceleration.
The mesh construct is such that for any side (for both the forward and backward contacting)
of teeth at contact the mesh ratio is greater than one. The mesh multiplicity for real gears
prevents potential jamming for gearwheels while the teeth pairs switching process. Thus our
implementation assumes mesh cycles overlapping: new contact arises beforehand the old one will
vanish.
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