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стем является гамильтоновой, вторая — неголономной. Показано, что с точки зрения моно-
дромии никаких отличий между этими системами нет, и тем самым опровергнута гипоте-
за Кушмана и Дюистермаата о том, что топологическая монодромия дает топологическое
препятствие к гамильтонизации задачи о качении эллипсоида вращения по шероховатой
плоскости.

Получено 28 марта 2013 года
После доработки 13 мая 2013 года

Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновацион-
ной России» на 2009–2013 годы, соглашение №14.В37.21.1935 «Топологические методы в механи-
ке и гидродинамике», АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы» на 2012–2014 годы,
№1.1248.2011 «Неголономные динамические системы и проблемы управления», АВЦП «Развитие
научного потенциала высшей школы» на 2012–2014 годы, №1.7734.2013 «Разработка неголономных
мобильных систем». Работа А.А.Килина поддержана грантом Президента РФ поддержки молодых
докторов наук МД-2324.2013.1 «Исследование неголономных мобильных систем с учетом различ-
ных моделей трения, регулярных и хаотических режимов и управления».

Болсинов Алексей Викторович
A.Bolsinov@lboro.ac.uk
School of Mathematics, Loughborough University
United Kingdom, LE11 3TU, Loughborough, Leicestershire
лаборатория нелинейного анализа и конструирования новых средств передвижения
Удмуртский государственный университет
426034, Россия, г. Ижевск, ул. Университетская, д. 1

Килин Александр Александрович
aka@rcd.ru
Казаков Алексей Олегович
Kazakovdz@yandex.ru
Институт компьютерных исследований;
лаборатория нелинейного анализа и конструирования новых средств передвижения
Удмуртский государственный университет
426034, Россия, г. Ижевск, ул. Университетская, д. 1

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2013. T. 9. №2. С. 203–227



204 А.В.Болсинов, А.А.Килин, А.О.Казаков

Ключевые слова: топологическая монодромия, интегрируемые системы, неголономные
системы, отображение Пуанкаре, бифуркационный анализ, фокусные особенности

Содержание

1. Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

2. Топологическая монодромия в интегрируемых системах . . . . . . . . . 205
2.1. Как мы собираемся монодромию вычислять? . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

3. Качение осесимметричного эллипсоида по гладкой плоскости . . . . . 212
3.1. Уравнения движения и первые интегралы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
3.2. Бифуркационный анализ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
3.3. Анализ монодромии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

4. Качение осесимметричного эллипсоида по абсолютно шероховатой плос-
кости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
4.1. Уравнения движения и первые интегралы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
4.2. Бифуркационный анализ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
4.3. Анализ монодромии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

5. Результаты проведенного анализа и выводы . . . . . . . . . . . . . . . . 224

1. Введение

Данная работа мотивирована следующим общим вопросом классической механики: чем
и в какой мере динамическое поведение неголономных систем отличается от поведения
гамильтоновых? С этим вопросом непосредственно связана известная проблема гамильто-
низации: можно ли путем подходящего выбора пуассоновой структуры и замены времени
превратить заданную неголономную систему в гамильтонову? Эта проблема весьма нетри-
виальна, обсуждается во многих работах (см., например, [6, 10–12, 17–20, 26, 27, 29, 30]),
и имеет много различных аспектов. Одним из них является поиск топологических препят-
ствий к гамильтонизации интегрируемых неголономных систем.

В нашей конкретной ситуации под интегрируемостью понимается существование доста-
точного числа таких первых интегралов системы, что их совместная неособая поверхность
уровня является двумерным тором (так же, как в случае интегрируемых гамильтоновых
систем с двумя степенями свободы) и на фазовом пространстве системы возникает сло-
ение на инвариантные торы. Говоря о топологических препятствиях к гамильтонизации,
здесь мы имеем в виду следующий содержательный и важный вопрос: можно ли в структу-
ре такого слоения выделить те свойства, которые позволяют отличить его от аналогичных
слоений, возникающих в интегрируемых гамильтоновых системах (так называемых лиувил-
левых слоений)?

Вблизи регулярного слоя таких препятствий, разумеется, нет. Более того, известно, что
при наличии инвариантной меры система (после подходящей замены времени) гамильтони-
зуется (см. [1, 14]). Однако топологические препятствия могут существовать в окрестности
сингулярных слоев. Одним из таких препятствий является так называемая топологиче-
ская монодромия слоения. Изучению различий между гамильтоновой и негамильтоновой
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монодромией посвящена известная работа Дюистермаата и Кушмана [23], в которой дан
подробный теоретический анализ монодромии в интегрируемых неголономных системах.
В качестве конкретного примера неголономной системы, в которой монодромия, возникаю-
щая при обходе особого слоя, дает топологическое препятствие и гамильтонизация системы
невозможна, авторы приводят задачу о качении вытянутого эллипсоида вращения по плос-
кости без проскальзывания.1

Хорошо известно, однако, что аналогичная задача в случае бесконечно гладкой плос-
кости (то есть когда трение обращается в нуль) гамильтоновой является. В этой гамильто-
новой системе имеется совершенно аналогичный особый слой с «обычной», то есть гамиль-
тоновой, монодромией. В связи с этим было бы очень интересно увидеть динамические
различия в поведении этих двух довольно схожих систем. Поскольку монодромия является
грубой топологической характеристикой, то эффект должен хорошо наблюдаться. Наши
предварительные теоретические рассуждения, однако, никаких принципиальных различий
в поведении этих двух систем не выявили. Поэтому мы решили провести более подроб-
ный и аккуратный анализ топологической монодромии для двух этих систем. Именно это
исследование составляет содержание настоящей работы.

Структура работы такова. В следующем разделе мы напоминаем понятие монодромии
для интегрируемых систем и обсуждаем некоторые ее свойства в случае гамильтоновых
систем, в частности, следуя работе [23], делаем акцент на различии между гамильтоновым
и негамильтоновым случаями. Затем мы обсуждаем один из возможных способов практи-
ческого вычисления монодромии в системах с вращательной симметрией, основанный на
анализе некоторых свойств отображения Пуанкаре для специальным образом выбранного
сечения. В последующих разделах мы применяем этот способ для исследования монодро-
мии в двух интегрируемых задачах о качении вытянутого эллипсоида вращения: на гладкой
плоскости (гамильтонов случай) и на шероховатой плоскости (неголономный случай).

Основной вывод работы заключается в том, что с точки зрения монодромиии эти две
системы устроены совершенно одинаково. В частности, никаких препятствий для гамильто-
низации второй из них монодромия не дает. Более того, наш анализ фактически приводит
к заключению об изоморфности слоений на инвариантные торы в этих двух задачах. Это,
однако, не означает, что монодромия оказывается бесполезной в проблеме гамильтониза-
ции. Напротив, она позволяет сузить «сектор поиска» подходящей пуассоновой структуры.
Об этом идет речь в заключительной части работы.

2. Топологическая монодромия в интегрируемых системах

Понятие монодромии в интегрируемых (гамильтоновых) системах было введено
Дюистермаатом в [25] как одно из препятствий к существованию глобальных переменных
действие–угол. Поскольку это понятие носит чисто топологический характер, то есть пол-
ностью определяется свойствами слоения на инвариантные торы, то его легко перенести на
случай неголономных интегрируемых систем.

1Вот цитата из [23]: “Because the monodromy going around this heteroclinic cycle is the identity, the
rolling prolate ellipsoid of revolution can not be made into a Hamiltonian system, even though it is time
reversible and energy conserving. This is an example where a global invariant (namely, monodromy) has
been used to show that a 4-dimensional conservative time reversible system is not Hamiltonian”. К сожа-
лению, подробных пояснений к этому заключению работа не содержит, поэтому затруднительно не
только указать на возможные неточности, но даже понять строгую математическую формулировку
приведенного выше утверждения.
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Мы напомним определение монодромии в интересующем нас случае (различные обоб-
щения обсуждаются в [31]). Рассмотрим интегрируемую динамическую систему, фазовое
пространство которой расслоено на двумерные инвариантные многообразия (торы). Особые
слои мы игнорируем (выбрасываем). Выберем какой-либо конкретный тор T0 и некоторую
его деформацию Tt, t ∈ [0, 1], такую, что T1 = T0. Другими словами, мы рассматриваем
замкнутый путь в пространстве параметров (то есть значений первых интегралов), задаю-
щий такую деформацию, после завершения которой тор возвращается в исходное положение.

Далее мы фиксируем пару базисных циклов λ0, μ0 на исходном торе T0 и в процессе
деформации непрерывным образом меняем их, получая в итоге семейство циклов λt, μt,
при каждом фиксированном t ∈ [0, 1] образующих базис на торе Tt. Когда деформация
завершится, на торе T1 = T0 мы получим некоторую пару базисных циклов λ1, μ1. Ясно,
что если деформация происходила внутри малой окрестности тора T0, то полученные цик-
лы будут гомологичны исходным циклам λ0, μ0, то есть λ0 и λ1 могут быть непрерывно
продеформированы друг в друга внутри тора T0 (аналогично для μ0 и μ1). Однако если
семейство торов Tt уходило «далеко» от начального тора T0, то может случиться так, что
новые циклы λ1, μ1 будут совсем другими, существенно отличающимися от λ0, μ0. Они, од-
нако, по-прежнему будут образовывать базис и поэтому с точностью до гомотопии будут
связаны с исходными некоторой целочисленной унимодулярной матрицей:⎛⎝λ1

μ1

⎞⎠ =

⎛⎝a b

c d

⎞⎠⎛⎝λ0

μ0

⎞⎠, a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1.

Эта матрица и называется матрицей монодромии, отвечающей рассмотренной дефор-
мации. Если она не является единичной, то говорят о нетривиальной монодромии.

Сделаем еще несколько общих замечаний по поводу монодромии, поясняющих ее при-
роду.

Если мы рассматриваем слоение фазового пространстваM4 на интегральные многооб-
разия2, отвечающие двум интегралам H и F , то удобно (как все обычно и делают) рассмот-
реть интегральное отображение Φ = (H,F ) : M → R2, его образ Φ(M) и бифуркационную
диаграмму Σ ⊂ Φ(M) ⊂ R2. Тогда выбор начального тора T0 эквивалентен выбору неособой
(то есть лежащей вне Σ) точки a ∈ Φ(M). Сам тор T0 — это прообраз точки a. Деформация
тора задается выбором в образе интегрального отображения некоторой замкнутой кривой
γ(t), которая не пересекает бифуркационную диаграмму (здесь, разумеется, γ(0) = γ(1) =
= a). Кривая γ задает деформацию тора (то есть мы полагаем Φ−1(γ(t)) = Tt) и тем самым
монодромию.

Если кривую γ в образе отображения момента непрерывно деформировать (так, что-
бы деформация не задевала бифуркационной диаграммы), то монодромия меняться не бу-
дет. В частности, нетривиальная монодромия будет возникать только для нестягиваемых
кривых γ. Такие нестягиваемые кривые существуют отнюдь не всегда, но довольно часто:
например, когда бифуркационная диаграмма помимо некоторых гладких кривых содержит
изолированные особые точки. В этом случае в качестве нестягиваемой кривой можно взять
маленькую окружность вокруг такой точки. Именно такая ситуация нас и будет интересо-
вать. Обсудим ее подробнее.

2Эта конструкция не изменится, если рассмотреть пятимерное пространство M5, на котором
задана динамическая система с тремя интеграламиH,F1, F2. Ниже мы будем рассматривать именно
такой случай.
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В интегрируемых системах часто встречается ситуация, когда особое интегральное
многообразие имеет вид тора с перетяжкой или с несколькими перетяжками (см. рис. 1).
Особые точки на слое являются в этом случае положениями равновесия системы и име-
ют тип фокус-фокус. Описанию топологии таких особенностей посвящен целый цикл ра-
бот [23, 28, 32], где читатель найдет подробное изложение необходимых определений и ре-
зультатов. Мы ограничимся перечислением основных свойств фокусных особенностей, ко-
торые необходимы для понимания дальнейшего.

Рис. 1.

• Фокусные особые слои изолированы: рядом с ними в фазовом пространстве M4 все
остальные слои являются неособыми, то есть торами. На бифуркационной диаграм-
ме интегрального отображения они дают изолированную точку (типичные примеры:
волчок Лагранжа, сферический маятник, система «бутылка шампанского»).

• Обход вокруг такой особой точки в образе интегрального отображения определяет
нетривиальную деформацию тора вокруг особого слоя, поэтому можно задать вопрос
о монодромии. Каждая фокусная точка на особом слое дает в монодромию один и тот
же «вклад», а именно матрицу вида ⎛⎝1 1

0 1

⎞⎠.
В гамильтоновом случае (см. [28], [32]) эти матрицы перемножаются и общая матрица
монодромии будет иметь вид ⎛⎝1 1

0 1

⎞⎠k =

⎛⎝1 k

0 1

⎞⎠,
где k — число особых точек на слое (то есть число перетяжек). В негамильтоновом
случае ситуация может быть иной (см. [23]): каждая точка дает такой же вклад, но
в общее произведение входит либо сама эта матрица, либо ее обратная. Другими слова-
ми, в итоге эти матрицы «частичной» монодромии могут компенсировать друг друга.
Например, в случае тора с двумя перетяжками (рис. 1b) полная монодромия может
оказаться тривиальной, что в гамильтоновом случае невозможно.
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• Фокусные особенности устойчивы по отношению к (интегрируемым) деформациям си-
стемы. Так, если система зависит от параметра, то при всех малых значениях пара-
метра фокусная особенность будет сохраняться. В частности, если мы рассматриваем
не четырехмерное фазовое пространство, а семейство четырехмерных фазовых про-
странств, параметризованное функцией Казимира J (а в неголономном случае — про-
сто каким-то интегралом), то мы получим семейство фокусных особенностей. В этом
случае удобно рассмотреть «трехмерное» интегральное отображение, добавив к ин-
тегралам H, F дополнительный параметр J . На бифуркационной диаграмме такого
отображения фокусным особым слоям будет отвечать некоторая кривая. Монодромия
будет иметь смысл и в этом случае, причем в процессе деформации, делая обход вокруг
этой кривой, мы можем варьировать значения всех интегралов, включая J .

Типичный пример ситуации, когда фокусная особенность обязательно возникает, — это
натуральная система с гамильтонианом H = K+V , инвариантная относительно вращений.
Тогда положение равновесия, отвечающее локальному максимуму потенциала, будет фокус-
ной особой точкой. Аналогичное утверждение можно сформулировать и для неголономных
систем: инвариантность относительно вращений приводит к появлению особенностей фо-
кусного типа (в негамильтоновом случае такие особенности подробно исследованы в [23]).

Если мы хотим, чтобы на особом слое оказалась не одна, а две фокусные точки, то
нужно рассмотреть систему, обладающую дополнительной Z2-симметрией. Как раз такая
ситуация реализуется в задаче о качении вытянутого эллипсоида вращения по плоскости
(причем как по гладкой, так и по шероховатой). Когда эллипсоид стоит вертикально, мы
имеем положение неустойчивого равновесия. Поскольку система инвариантна относительно
вращений, то оно будет фокусного типа. Верхняя и нижняя точки эллипсоида симметрич-
ны, поэтому мы получим две фокусные точки. При этом они лежат на одной и той же
интегральной поверхности. Это видно из того, что если эллипсоид слегка шевельнуть, то
он сначала «упадет», а затем снова встанет, причем нижняя и верхняя точки поменяются
местами.

Если качение происходит по абсолютно гладкой плоскости, то система гамильтонова,

и монодромия задается матрицей Amonodr =
(

1 2
0 1

)
. Про гамильтоновость аналогичной

системы на шероховатой плоскости (качение без проскальзывания) ничего не известно, по-
этому априори, согласно общей теореме о негамильтоновой монодромии [23], возможны два
варианта:

Amonodr =

⎛⎝1 2

0 1

⎞⎠ либо Amonodr =

⎛⎝1 0

0 1

⎞⎠. (2.1)

Если реализуется второй из них3, то гамильтонизация этой неголономной системы за-
ведомо невозможна. Какой же из этих случаев реализуется в действительности?

Ниже мы дадим ответ на этот вопрос и при этом увидим, что сам вопрос не вполне
корректно сформулирован: результат зависит от способа обхода. Дело в том, что в задаче
о качении эллипсоида пространство, на котором определена система, имеет размерность 5,
а система обладает тремя интегралами. Поэтому ситуация сложнее, чем в случае модель-
ного примера, когда обход совершается вокруг изолированной точки на плоскости. Здесь

3Именно это утверждается в [23].
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обход нужно делать в трехмерном пространстве и, как мы увидим ниже, возможны суще-
ственно различные варианты.

2.1. Как мы собираемся монодромию вычислять?

Обычно вычисление монодромии основано на комбинации аналитических и топологи-
ческих рассуждений: сначала рассматриваются явные аналитические формулы для инте-
гралов, а затем они анализируются с привлечением топологических соображений.

В задаче об эллипсоиде на шероховатой плоскости такой способ не работает, поскольку
явных формул для интегралов мы не знаем. Вместо этого предлагается монодромию не
вычислять, а визуализировать, используя динамику и численное интегрирование. Основ-
ная идея состоит в том, что монодромию можно восстановить, используя некоторые очень
естественные динамические свойства системы (аналогичный подход был предложен в [24]).
Подчеркнем, что описанная ниже конструкция может быть модифицирована для гораздо
более широкого класса систем, включая неинтегрируемые. Тот эффект, который мы будем
наблюдать, с интегрируемостью непосредственно не связан. Речь пойдет о некотором свой-
стве отображения Пуанкаре, которое является довольно грубым и поэтому, в частности,
«выживает» при возмущениях системы (в том числе, разумеется, неинтегриуемых). В рас-
сматриваемом нами интегрируемом случае этот эффект удается интерпретировать в тер-
минах топологической монодромии, и именно эту интерпретацию мы используем в нашем
исследовании.

Итак, мы хотим исследовать монодромию, отвечающую обходу вокруг изолированной
особой точки на бифуркационной диаграмме интегрального отображения Φ = (H,F ) : M4 →
→ R2 (или, что то же самое, обходу вокруг изолированного особого слоя в фазовом про-
странстве). Основной пример, который нас интересует, — это особый слой фокусного типа
(см. рис. 1), но излагаемая ниже конструкция может работать и в более общей ситуации.

Пусть γ — замкнутый путь вокруг особой точки в образе отображения момента. В ка-
честве γ можно рассматривать окружность достаточно малого радиуса, а в качестве пара-
метра — угол α ∈ [0, 2π]. Рассмотрим прообраз γ при интегральном отображении. Каждая
точка кривой γ отвечает инвариантному тору, поэтому в целом прообразом γ будет неко-
торое трехмерное многообразие Q3. С топологической точки зрения Q3 представляет собой
расслоение над окружностью γ со слоем T 2.

Описать топологию Q3 очень просто с использованием как раз монодромии Amonodr.
Нужно взять сначала прямое произведение T 2 × [0, 2π], а затем склеить основания этого
цилиндра, то есть отождествить торы T 2 × {0} и T 2 × {2π} по «линейному» отображению,
которое в стандартных угловых координатах задается матрицей Amonodr. Наша цель — вос-
становить эту матрицу.

Решение этой задачи существенно облегчается в том случае, когда система обладает
дополнительной SO(2)-симметрией. Фокусные особенности этому свойству всегда удовле-
творяют (см. [32]), а в наших задачах о качении эллипсоида вращательная симметрия обу-
словлена геометрическими причинами, поскольку мы рассматриваем эллипсоид вращения.
Мы будем использовать наличие векторного поля симметрий, траектории которого пред-
ставляют собой замкнутые циклы, лежащие на интегральных поверхностях.

Это немедленно приводит к весьма специальному виду матрицы монодромии. Действи-
тельно, согласно общей конструкции, мы должны выбрать пару базисных циклов λ0, μ0 на
инвариантном торе, а затем проследить за их деформацией при обходе вокруг особого слоя.
При наличии поля симметрий в качестве одного из названных циклов, например μ0, мы мо-

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2013. T. 9. №2. С. 203–227



210 А.В.Болсинов, А.А.Килин, А.О.Казаков

жем выбрать траекторию поля симметрий, причем это можно сделать сразу на всех торах
одновременно, то есть считать, что μα всегда является траекторией поля симметрий. Таким
образом, после завершения обхода мы будем иметь μ2π = μ0, а это означает, что матрица
монодромии имеет вид

Amonodr =

⎛⎝1 k

0 1

⎞⎠
при любом выборе дополнительного цикла λ, и весь вопрос в том, чтобы найти одно-
единственное число k ∈ Z.

Для этого мы используем тот факт, что помимо структуры расслоения на (инвари-
антные) торы на Q3 имеется дополнительная структура, а именно исходная динамическая
система. Нашу идею удобнее объяснить при помощи картинки (см. рис. 2). На рисунке изоб-
ражено прямое произведение T 2×[0, 2π] с отмеченными базисными циклами λi, μi, i = 0, 2π,
на верхнем и нижнем основаниях. Пунктирными линиями на рисунке изображены фазовые
траектории системы. Чтобы получить Q3, верхнее и нижнее основания цилиндра нужно
склеить по линейному отображению, которое в указанных базисах задается формулой⎛⎝λ2π

μ2π

⎞⎠ =

⎛⎝1 k

0 1

⎞⎠⎛⎝λ0

μ0

⎞⎠,
где k ∈ Z (это число нам нужно определить). Здесь μ — однозначно определенный цикл,
переходящий при склейке в себя. В частности, если рассмотреть цилиндр, соединяющий
циклы μ0 и μ2π (другими словами, мы рассматриваем все семейство циклов μα, α ∈ [0, 2π]),
то при общей склейке оснований T 2 ×{0} и T 2 ×{2π} эти циклы нам нужно будет отожде-
ствить, и мы получим в результате некоторый двумерный тор Ttransv, лежащий внутри Q3

и составленный из μ-циклов.
Этот тор не является инвариантным. Наоборот, он трансверсален исходной динами-

ческой системе, поэтому его можно взять в качестве глобального сечения Пуанкаре для
потока на Q3 (см. [13]).

Давайте теперь посмотрим на топологию Q3 с другой стороны. Нетрудно видеть, что,
разрезав Q3 вдоль тора Ttransv, мы снова получим прямое произведение T 2 × I (где I —
некоторый интервал), но теперь в качестве тора T 2 будет выступать не инвариантный тор,
а наоборот, трансверсальный Ttransv. С чисто топологической точки зрения это наблюдение
эквивалентно тому, что Q3 имеет две различные структуры T 2-расслоения над окружно-
стью: в первом случае слоями будут инвариантные торы, а во втором — трансверсальные.

Рассмотрим второе (трансверсальное) представление. Каким отображением задается
склейка в этом случае? Для трансверсального тора ответ очевиден: это в точности отобра-
жение Пуанкаре, задаваемое потоком, —

σ : Ttransv → Ttransv. (2.2)

Это отображение также некоторым образом преобразует базисные циклы на сечении
Пуанкаре Ttransv. Преобразование снова задается некоторой целочисленной матрицей. Оста-
ется заметить, что эта матрица будет той же самой, что и матрица монодромии. Этот факт
можно «увидеть» непосредственно (см. рис. 2); он, кроме того, сразу следует из чисто топо-
логических соображений (например, из подсчета фундаментальной группы многообразия
Q3 с использованием двух разных склеек).
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Рис. 2. Многообразие Q3 с изображенными на нем базисными циклами μα, ν и σ(ν).

Основной вывод из проведенного рассуждения таков:

При наличии вращательной симметрии внутри многообразия Q3 можно выделить
глобальное трансверсальное сечение Пуанкаре Ttransv, представляющее собой двумерный
тор. Искомая матрица монодромии при этом будет в точности совпадать с матрицей
преобразования базисных циклов, задаваемого соответствующим отображением Пуанка-
ре (2.2).

Другими словами, монодромию слоения на инвариантные торы можно найти, проана-
лизировав свойства отображения Пуанкаре, заданного на некотором подходящим образом
выбранном сечении.

Поскольку в рассматриваемом случае матрица монодромии имеет только одну суще-
ственную компоненту k ∈ Z, то нашу задачу можно решить, «визуализировав» это число
k следующим образом. На сечении Ttransv нужно выделить два базисных цикла. Один из
них — это замкнутая траектория поля симметрий, которую мы выше обозначили через μ.
Пусть ν — произвольный дополнительный базисный цикл. Применим отображение Пуан-
каре к циклам μ и ν. Цикл μ, будучи траекторией поля симметрий, не изменится, а цикл ν
перейдет в ν + kμ, то есть k раз намотается на цикл μ. Число намоток k мы сразу увидим,
нарисовав на Ttransv образ σ(ν) цикла ν при отображении Пуанкаре (2.2).

Именно такой способ вычисления (визуализации) монодромии мы реализуем ниже в за-
даче о качении эллипсоида вращения. Для ее решения нам нужно лишь правильно выбрать
тор Ttransv, трансверсальный потоку, а затем численно определить действие отображения
Пуанкаре на базисные циклы. Этот подход реализован в двух следующих параграфах.
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3. Качение осесимметричного эллипсоида по гладкой
плоскости

3.1. Уравнения движения и первые интегралы

Рассмотрим задачу о качении динамически и геометрически осесимметричного эл-
липсоида по гладкой плоскости в поле тяжести. Выберем подвижную систему координат
Oe1e2e3, связанную с главными осями инерции эллипсоида, и обозначим через m его массу,
а через I = diag(I1, I1, I3)— центральный тензор инерции. Будем считать, что его центр масс
совпадает с геометрическим центром, а геометрические оси совпадают с главными осями
инерции. Тогда в выбранной системе координат уравнение поверхности эллипсоида примет
вид (r ,B−1r) = 1, где B = diag(b21, b

2
1, b

2
3), а b1 и b3 — главные полуоси эллипсоида. Здесь

и далее все векторы и тензоры предполагаются заданными в подвижных осях e1, e2, e3.
Как известно [4], при качении тела по гладкой плоскости в поле тяжести уравнения

эволюции момента тела относительно точки контакта M и вектора нормали к плоскости γ
представляются в замкнутой гамильтоновой форме

Ṁ = M × ∂H

∂M
+ γ × ∂H

∂γ
, γ̇ = γ × ∂H

∂γ
, (3.1)

где

H =
1
2
(IAM ,AM ) +

1
2
(a ,AM )2 −mg(r ,γ), (3.2)

a = γ×r ,A = (I+ma⊗a)−1, g — ускорение свободного падения, а вектор r , направленный
из точки контакта в центр масс (см. рис. 3), связан с γ соотношением

r =
−Bγ√
(γ,Bγ)

. (3.3)

При этом эволюция оставшихся двух ортов неподвижной системы координат α и β задается
квадратурами

α̇ = α × ∂H

∂γ
, β̇ = β × ∂H

∂γ
.

Рис. 3. Эллипсоид на гладкой плоскости.

Скобка Пуассона уравнений (3.1) определяется алгеброй e(3)

{Mi,Mj} = −εijkMk, {Mi, γj} = −eijkγk, {γi, γj} = 0
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и обладает двумя функциями Казимира

F1 = (M ,γ), F2 = γ2, (3.4)

которые являются интегралами уравнений (3.1). Интеграл F2 представляет собой квадрат
вектора нормали и всегда равен единице. Следовательно, можно считать, что система (3.1)
определяет поток в пятимерном фазовом пространстве M5 = {M ,γ : γ2 = 1}.

Как известно, в рассматриваемом случае уравнения (3.1) допускают еще один интеграл
движения (интеграл Лагранжа), связанный с осевой симметрией

F3 = M3, (3.5)

и являются интегрируемыми. Таким образом, фазовое пространство M5 расслоено (почти
всюду) на двумерные инвариантные многообразия, которые параметризуются значениями
интегралов H = h, F1 = pψ, F3 = pϕ. Здесь и далее H, F1 и F3 рассматриваются как
функции фазовых переменных (M ,γ), а h, pϕ и pψ — постоянные значения этих функ-
ций, сохраняющиеся во время движения вдоль конкретной фазовой траектории. Отметим,
что величины pϕ и pψ имеют простой динамический смысл: это импульсы, канонически
сопряженные углам Эйлера ϕ и ψ. Сами углы Эйлера ϕ, ψ, θ при этом связаны с ортами
неподвижной системы координат α, β, γ стандартным образом [4].

3.2. Бифуркационный анализ

Двумерные (при фиксированных значениях F1 = pψ) бифуркационные диаграммы для
эллипсоида вращения со смещенным вдоль оси симметрии центром масс были построены
М.Ю.Ивочкиным в работе [8]. Поскольку в рассматриваемом случае (без смещения центра
масс) бифуркационный анализ провести несложно, то ниже мы его полностью приведем
в более удобной для наших целей трехмерной форме. Кроме того, этот анализ важен для
проведения аналогии со случаем, который будет исследован в разделе 4.

Рассмотрим «трехмерное» интегральное отображение Φ = (pϕ, pψ, h) : M5 →R3 и соот-
ветствующую трехмерную бифуркационную диаграмму Σ, которая является образом кри-
тического множества интегрального отображения

S = {x : rank dΦ(x)< 3}
и состоит из двух подмножеств S2 = {x : rank dΦ(x) = 2} и S1 = {x : rank dΦ(x) = 1}. Мно-
жество S2 представляет собой двухпараметрическое семейство замкнутых кривых в M5,
которые (в типичном случае) являются периодическими решениями системы (3.1). Образ
этого множества в пространстве первых интегралов представляет собой бифуркационную
поверхность. Множество S1 состоит из двух однопараметрических семейств положений рав-
новесия в M5, а соответствующий образ в пространстве первых интегралов представляет
собой две кривые. Приведем далее основные результаты, связанные с построением трех-
мерной бифуркационной диаграммы.

Предложение 2. Для случая качения динамически симметричного эллипсоида вра-
щения по гладкой плоскости бифуркационная диаграмма в пространстве первых интегра-
лов (pϕ, pψ, h) состоит из

1. поверхности регулярных прецессий, задаваемой уравнением

h =
(pψ − pϕγ3)2

2I1(1 − γ2
3)

+
p2
ϕ

2I3
+mg

√
b21 − (b21 − b23)γ

2
3 , (3.6)
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где γ3 является решением уравнения

(pψ − pϕγ3)(pψγ3 − pϕ)
I1(1 − γ2

3)2
+

mg(b23 − b21)√
b21 − (b21 − b23)γ

2
3

γ3 = 0,

2. двух семейств (относительных) положений равновесия, определяемых кривыми

h = mgb3 +
p2
ϕ

2I3
, pψ = ±pϕ. (3.7)

Доказательство. Выберем в качестве локальных координат на M5 переменные x =
= (γ3, γ̇3, ϕ, pϕ, pψ), где ϕ — угол собственного вращения, pϕ = M3 и pψ = (M ,γ) — канони-
чески сопряженные углам собственного вращения и прецессии импульсы (которые в данном
случае являются интегралами движения), γ3 — проекция нормали к плоскости на ось сим-
метрии тела, связанная с углом нутации соотношением γ3 = cos θ. Выбранные координаты
определены всюду наM5 кроме точек, в которых выполняется равенство γ3 = ±1 и которые
мы рассмотрим отдельно.

Рассмотрим сначала случай падения ранга отображения Φ на единицу (критическое
множество S2). Для этого запишем в выбранных переменных соответствующий якобиан

∂(H,F1, F3)
∂x

=

⎛⎜⎜⎜⎝
∂H
∂γ3

∂H
∂γ̇3

∂H
∂ϕ

∂H
∂pϕ

∂H
∂pψ

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎠, (3.8)

где гамильтониан имеет вид

H =
1
2

(
m(b21 − b23)γ

2
3

b21 − (b21 − b23)γ
2
3

+
I1

1 − γ2
3

)
γ̇2

3 +
(pψ − pϕγ3)2

2I1(1 − γ2
3)

+
p2
ϕ

2I3
+mg

√
b21 − (b21 − b23)γ

2
3 . (3.9)

Поскольку ∂H
∂ϕ

= 0, то при γ3 �= ±1 условие падения ранга можно представить в виде двух

алгебраических уравнений
∂H

∂γ3
= 0,

∂H

∂γ̇3
= 0, (3.10)

которые задают в M5 двухпараметрическое (с параметрами pϕ, pψ) семейство замкну-
тых кривых, образующих S2. Данные кривые являются периодическими решениями си-
стемы (3.1) и называются регулярными прецессиями (так как соответствуют вращениям
тела с постоянным углом наклона оси вращения относительно вертикали). Подставив ре-
шение уравнений (3.10) в гамильтониан (3.9), получим в пространстве первых интегралов
бифуркационную поверхность регулярных прецессий (3.6).

Рассмотрим теперь окрестность точки γ3 = ±1. В качестве локальных координат вбли-
зи γ3 = ±1 выберем переменные y = (γ1, γ2,M1,M2,M3). Якобиан (3.8) в этих координатах
примет вид

∂(H,F1, F3)
∂y

∣∣∣∣
γ3=±1

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∂H
∂γ1

∣∣∣∣
γ3=±1

∂H
∂γ2

∣∣∣∣
γ3=±1

I−1
1 M1 I−1

1 M2 I−1
1 M3

M1 M2 0 0 ±1

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠. (3.11)
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Нетрудно заметить, что падение ранга матрицы (3.11) (причем сразу на две единицы) про-
исходит при M1 = M2 = 0. Соответствующее критическое множество представляет собой
однопараметрическое семейство относительных положений равновесия системы (3.1) и мо-
жет быть записано в виде S1 = {M = (0, 0, pϕ),γ = (0, 0,±1): pϕ = (−∞,+∞)}. Физически
данные положения равновесия являются вертикальными вращениями эллипсоида вокруг
своей оси симметрии. Образ данного множества в пространстве первых интегралов пред-
ставляет собой две бифуркационные кривые (3.7).

На рисунке 4 приведена трехмерная бифуркационная диаграмма рассматриваемой си-
стемы при следующих параметрах: I1 = 1, I3 = 1.5, b1 = 1, b2 = 2, m = 1, g = 1. Визуально
диаграмма состоит из «ведра» с висящими над его дном пересекающимися «нитями», ко-
торые соответствуют фокусным особенностям. При некотором критическом значении энер-
гии h эти «нити» выходят на границу «ведра» и становятся особенностями типа центр-центр
через хорошо известную бифуркацию Хопфа. С точки зрения динамики данное явление хо-
рошо известно как гиростабилизация волчка на высоких скоростях вращения. При сечении
трехмерной диаграммы плоскостью pψ = const (либо любой другой вертикальной плоско-
стью) можно получить двумерные бифуркационные диаграммы. Если выбранная плоскость
сечения не параллельна плоскостям pψ = ±pϕ и не проходит через начало координат, то
соответствующая двумерная бифуркационная диаграмма будет содержать две фокусные
особые точки (см. рис. 4).

Рис. 4. Бифуркационная диаграмма в задаче о качении осесимметричного эллипсоида по гладкой
плоскости при I1 = 1, I3 = 1.5, b1 = 1, b2 = 2, m = 1, g = 1:
(a) трехмерная бифуркационная диаграмма в пространстве (pϕ, pψ, h),
(b) сечение бифуркационной диаграммы плоскостью pψ = 0.157,
(c) сечение бифуркационной диаграммы плоскостью pϕ = 0.157.

3.3. Анализ монодромии

Для анализа монодромии с помощью подхода, изложенного в разделе 2.1, необходи-
мо выбрать путь обхода вокруг особых точек системы в пространстве первых интегралов
(pϕ, pψ, h). Если для обхода одной особенности это можно сделать единственным образом, то

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА. 2013. T. 9. №2. С. 203–227



216 А.В.Болсинов, А.А.Килин, А.О.Казаков

для двух особенностей существует два принципиально различных варианта их обхода. Пер-
вый представляет собой обход вокруг особенностей при фиксированном значении интеграла
pψ (или ему топологически эквивалентный обход). Второй — при фиксированном значении
интеграла pϕ (или ему топологически эквивалентный обход). На рисунке 5 представлены
оба варианта обхода в пространстве (pϕ, pψ, h). Для непосредственного численного анализа
в качестве кривых, обходящих особые точки, выберем окружности, лежащие в плоскостях
pψ = const и pϕ = const:

γψ =
{
(pϕ, pψ, h) : pϕ = p0

ϕ + r0 sinα, pψ = p0
ψ, h = h0 + r0 cosα,α ∈ [0, 2π)

}
,

γϕ =
{
(pϕ, pψ, h) : pϕ = p0

ϕ, pψ = p0
ψ + r0 sinα, h = h0 + r0 cosα,α ∈ [0, 2π)

}
.

(3.12)

Параметры p0
ϕ, p0

ψ, h
0 и r0 задают плоскость, центр окружности и ее радиус и фикси-

руют в фазовом пространстве трехмерное многообразие Q3 (см. разд. 2.1), являющееся
прообразом кривой γψ (либо γϕ) при интегральном отображении. Переменная α является
угловой координатой на кривой γψ (либо γϕ) и параметризует семейство инвариантных то-
ров, составляющих Q3. При этом на каждом из инвариантных торов в качестве координат
удобно выбрать углы Эйлера ϕ и θ, которые, хотя и не являются классическими угловы-
ми координатами на торе, удобны для проведения вычислений. Схематичное изображение
многообразия приведено на рисунке 2.

Рис. 5. Два варианта обхода фокусных особенностей в пространстве (pϕ, pψ, h).

На инвариантном торе, соответствующем некоторому значению α в качестве базисного
цикла μα (инвариантного относительно поля симметрии системы), выберем цикл, задавае-
мый соотношением θ̇ = const �= 0.

Замечание. В качестве цикла μα можно выбрать сечение соответствующего инвариантного
тора плоскостью θ̇ = 0. Это удобнее с точки зрения глобальности такого сечения: все траектории
системы либо пересекают эту плоскость, либо лежат в ней. Однако выбранные координаты α, ϕ, θ
плохо определены в некоторых точках на этой плоскости, что затрудняет интерпретацию получае-
мых результатов.

Семейство циклов μα, α = [0, 2π) образует тор:

Ttransv = {x : x ∈ M5,Φ(x ) ∈ γψ, θ̇ = const}.
Как было сказано выше, фазовый поток системы трансверсален этому тору и задает на нем
отображение Пуанкаре (2.2). При этом в качестве угловых координат на торе Ttransv можно
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выбрать углы α и ϕ. Базисный цикл μα в этих координатах представляет собой вертикаль-
ную прямую α = const и, очевидно, инвариантен относительно отображения Пуанкаре, так
как величина α является интегралом движения рассматриваемой системы. Таким образом,
первым базисным циклом на торе Ttransv можно выбрать цикл α = const.

Зададим теперь второй базисный цикл ν на торе Ttransv с помощью соотношения ϕ =
= 0. Таким образом, вопрос об исследовании монодромии свелся к анализу итераций цикла
ν = {ϕ = 0} при отображении Пуанкаре (2.2) на торе Ttransv = {(α,ϕ)}. Нетривиальной
монодромии с коэффициентом k (см. разд. 2.1) соответствует случай, когда образ σ(ν)
базисного цикла ν представляет собой кривую, делающую k оборотов в направлении ϕ при
изменении α от нуля до 2π.

Для более наглядного представления покажем, как изменяется цикл ν в фазовом про-
странстве при последовательном применении отображения Пуанкаре. На рисунках 6a и 6b
приведены первая и вторая итерации цикла в пространстве (γ1, γ2,M3). Как видно из ри-
сунков, каждая итерация отображения Пуанкаре добавляет образу базового цикла один
оборот вокруг вертикальной оси (что соответствует одному обороту по ϕ).

Рис. 6. Проекции образов σ(ν) и σ2(ν) в пространстве (γ1, γ2,M3).

Рассмотрим теперь результаты численного построения отображения Пуанкаре (2.2) для
системы (3.1). На рисунке 7a приведена развертка тора Ttransv в координатах α и ϕ. На дан-
ной развертке базовый цикл ν представляет собой прямую ϕ = 0. Кривые, изображенные на
развертке, представляют собой образы этого базисного цикла при действии отображения
Пуанкаре (2.2) в случаях обхода особенностей системы по трем различным кривым γ

(1)
ψ ,

γ
(2)
ψ , γ(12)

ψ , лежащим в плоскости pψ = const и изображенным на рисунке 7b. Кривые γ(1)
ψ

и γ(2)
ψ соответствуют обходу каждой из особенностей по отдельности, а γ(12)

ψ — одновремен-
ному обходу обеих особенностей. Те же образы базисных циклов в пространстве (γ1, γ2,M3)
приведены на рисунке 7с (для кривых γ(1)

ψ и γ(2)
ψ ) и на рисунке 7d (для кривой γ(12)

ψ ). Как
видно из рисунка, при обходе каждого из фокусов монодромия нетривиальна (k = −1),
а при обходе обоих одновременно она удваивается.

На рисунке 8 приведены аналогичные результаты вычислений для кривых γ(1)
ϕ , γ(2)

ϕ

и γ(12)
ϕ , лежащих в плоскости pϕ = const. Как видно из рисунка, кривой γ(1)

ϕ соответствует
отрицательная монодромия k = −1, кривой γ(2)

ϕ — положительная монодромия k = +1,
а для кривой γ(12)

ϕ монодромия тривиальна.
Рассмотренные здесь случаи отвечают обходу двух фокусных особенностей при малых,

но ненулевых значениях интегралов pϕ и pψ. Если их значения положить равными нулю, то
пары фокусных точек, показанные на рисунках 7b и 8b, сольются в одну точку. В фазовом
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Рис. 7. Образы σ(ν) базисного цикла ν = {ϕ = 0} при отображении Пуанкаре: (a) на развертке
тора Ttransv, (c, d) в пространстве (γ1, γ2,M3); (b) соответствующие кривые обхода особенностей
в плоскости pψ = 0.157.

Рис. 8. Образы σ(ν) базисного цикла ν = {ϕ = 0} при отображении Пуанкаре: (a) на развертке тора
Ttransv, (c, d) при в пространстве

(
γ1, γ2, (M ,γ)

)
; (b) соответствующие кривые обхода особенностей

в плоскости pϕ = 0.157.
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пространстве M5 это будет соответствовать тому, что фокусные точки окажутся на од-
ном и том же особом уровне интегрального отображения, то есть этим уровнем станет тор
с двумя перетяжками. На трехмерной бифуркационной диаграмме этому событию отвечает
точка пересечения двух висящих нитей. С точки зрения монодромии, разумеется, никаких
изменений не произойдет, поскольку окружности γ(12)

ψ и γ(12)
ϕ , вдоль которых происходит

обход, никаким бифуркациям подвергаться не будут (см. рис. 9)

Рис. 9. Два способа обхода вокруг двойной фокусной точки.

Другими словами, при обходе тора с двумя перетяжками в плоскости pψ = 0 мы по-

лучим матрицу монодромии вида
(

1 2
0 1

)
, то есть такую, какой она и должна быть в га-

мильтоновом случае, а при аналогичном обходе того же самого слоя в плоскости pϕ = 0

матрица монодромии оказывается тривиальной, то есть
(

1 0
0 1

)
, чего в гамильтоновом слу-

чае быть не должно (см. дискуссию выше в разд. 2). Никакого притоворечия здесь, разу-
меется, нет. Утверждение о том, что в гамильтоновом случае матрица монодромии должна

иметь вид
(

1 2
0 1

)
относится к гамильтоновым системам, заданным на четырехмерных сим-

плектических многообразиях, то есть обход вокруг особого слоя должен осуществляться на
симплектическом уровне. В рассматриваемом нами случае таким уровнем, то есть сим-
плектическим слоем пуассоновой структуры, будет уровень pψ = 0. Уровень pϕ никакой
симплектической структуры не несет, и поэтому по отношению к нему ни о какой гамиль-
тоновой монодромии говорить не приходится.

4. Качение осесимметричного эллипсоида по абсолютно
шероховатой плоскости

4.1. Уравнения движения и первые интегралы

Рассмотрим теперь задачу о качении осесимметричного эллипсоида по плоскости без
проскальзывания в тех же предположениях о его форме и распределении масс, что и в раз-
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деле 3. Уравнения движения, первые интегралы и обсуждение различных вопросов ди-
намики качения эллипсоида (и произвольного тела) по плоскости имеются в работе [19].
Бифуркационный анализ в случае сплюснутого эллипсоида вращения (b3 < b1) качествен-
но совпадает со случаем качения плоского круглого диска по плоскости [21]. Уравнения
движения в рассматриваемом случае имеют вид{

Ṁ = M × ω −mṙ × (ω × r) +mgr × γ,

γ̇ = γ × ω,
(4.1)

где кинетический момент тела относительно точки контакта M связан с угловой скоростью
эллипсоида ω соотношением

M = Iω +mr × (ω × r), (4.2)

а r и γ по-прежнему выражаются друг через друга с помощью (3.3).
В случае произвольного тела уравнения (4.1) допускают интеграл энергии

H =
1
2

(M ,ω) −mg(r ,γ) (4.3)

и геометрический интеграл γ2 = 1, и так же, как и в предыдущем случае, задают по-
ток в M5. Кроме того, в рассматриваемом осесимметричном случае уравнения движения
допускают инвариантную меру вида

ρ =
1√

I1I3 +m(r , Ir)
(4.4)

и еще два интеграла движения. В случае произвольного тела вращения эти интегралы ли-
нейны по M , однако выражаются через неалгебраические (для диска, например, — гипер-
геометрические) функции позиционных переменных γ. Приведем далее краткий алгоритм
получения данных интегралов (более полное изложение см. в [19]).

Введем переменные K1 и K2, инвариантные относительно вращений вокруг оси сим-
метрии

K1 = M1γ1 +M2γ2 +
b23
b21
M3γ3,

K2 =
ω3

ρ
= ρ

(
mb21b

2
3γ3

b21 + (b23 − b21)γ
2
3

(
M1γ1 +M2γ2 +

b23
b21
M3γ3

)
+ I1M3

)
,

(4.5)

а в качестве нового времени выберем γ3. Тогда уравнения движения для K1, K2 примут
вид линейной системы

K ′
1 = ρI3

b23 − b21
b21

K2, K ′
2 =

mρb41(b
2
3 − b21)(1 − γ2

3)(
b21 + (b23 − b21)γ

2
3

)2 K1. (4.6)

Общее решение данной системы можно представить в виде

K = G(γ3)C , (4.7)

где K = (K1,K2), G — матрица фундаментальных решений системы (4.6) с начальны-
ми условиями G(γ3 = 0) = E, которая может быть выражена в функциях Гойна (Heun-
functions), а C = (C1, C2) — константы интегрирования, являющиеся искомыми первыми
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интегралами. Как и выше, заглавными буквами C1 и C2 будем обозначать интегралы дви-
жения как функции фазовых переменных, а прописными c1 и c2 — значения, которые они
принимают на конкретных траекториях. В силу теоремы единственности, матрица G(γ3)
обратима при всех значениях γ3. Таким образом, первые интегралы движения имеют вид

C = G−1(γ3)K

и являются линейными по моментам функциями с коэффициентами, являющимися неал-
гебраическими функциями от γ3. Отметим, что интегралы C1 и C2 не являются «равно-
правными». Анализируя выражения (4.5) для определения K1 и K2, а также выбранные
начальные условия матрицы фундаментальных решенийG(γ3 = 0) = E, можно сделать вы-
вод о том, что интеграл C1 является аналогом интеграла площадей в предыдущей задаче,
а интеграл C2 — аналогом интеграла Лагранжа. В дальнейшем мы убедимся в правильности
данной аналогии при анализе монодромии рассмотренных систем.

4.2. Бифуркационный анализ

Как и в случае качения эллипсоида по гладкой плоскости, введем локальные коорди-
наты x = (γ3, γ̇3, ϕ,C1, C2). C помощью вычисления соответствующего якобиана ∂x

∂(M ,γ)
нетрудно показать, что данные координаты определены всюду на M5 кроме точек, в кото-
рых выполнено равенство γ3 = ±1. Используя подход, изложенный в разделе 3.2, нетрудно
показать, что критическое множество S2 задается двумя уравнениями

∂H

∂γ3
= 0,

∂H

∂γ̇3
= 0, (4.8)

где H — интеграл энергии, выраженный в выбранных координатах, имеет вид

H =
1

2I1(1 − γ2
3)

(
K2

1 − I3l
2K2

2

mb21
K2

2 +
mb23γ

2
3

I1l2

(
K1 − l2K2

ρmb1b3

)2
)

+
1
2
k2γ̇2

3 + U(γ2
3), (4.9)

l =
√
b21(1 − γ2

3) + b23γ
2
3 — высота центра масс эллипсоида, а K1 и K2 выражаются через

интегралы C1, C2 и γ3 с помощью (4.7). Из второго уравнения (4.8) следует, что γ̇3 = 0.
Таким образом, бифуркационная поверхность в данном случае задается соотношением

H =
1

2I1(1 − γ2
3)

(
K2

1 − I3l
2K2

2

mb21
K2

2 +
mb23γ

2
3

I1l2

(
K1 − l2K2

ρmb1b3

)2
)

+ U(γ2
3), (4.10)

где γ3 является решением уравнения ∂H
∂γ3

∣∣∣
γ̇3=0

= 0.

Так же, как при качении эллипсоида по гладкой плоскости, случай γ3 = ±1 необходимо
рассмотреть отдельно. Очевидно, существует два вида траекторий, для которых выполня-
ется равенство γ3 = ±1. Во-первых, это траектории, трансверсально пересекающие под-
многообразие {x : γ3 = ±1}. Для таких траекторий выполнены соотношения γ̇3

∣∣
γ3=±1

= 0,
γ̈3

∣∣
γ3=±1

�= 0. В силу непрерывности, при движении вдоль таких траекторий в сколь угодно
малой окрестности точки γ3 = ±1 производная γ̇3 становится отличной от нуля. Следова-
тельно, такая траектория не может быть особым периодическим решением, так как для них
необходимо выполняется равенство γ̇3 = 0.
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Вторым типом траекторий, для которых выполняется равенство γ3 = ±1, являются
траектории, полностью лежащие на данном подмногообразии. Для этих траекторий вы-
полнены соотношения γ3 = ±1, γ̇3 = 0, γ̈3 = 0. Явно продифференцировав второе уравне-
ние (4.1) и подставив в него равенства γ1 = γ2 = 0, получим

γ̈3

∣∣∣
γ3=±1

= − M2
1 +M2

2

(I1 +mb23)
2
,

следовательно, для решений второго типа вектор момента имеет видM = (0, 0,M3) и такие
решения являются вертикальными вращениями вокруг оси симметрии. Нетрудно показать,
что соответствующая матрица Якоби имеет вид

∂(H,C1, C2)
∂(M , γ1, γ2)

∣∣∣∣∣ γ3=±1
M=(0,0,M3)

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ∂H

∂M3
0 0

0 0 ∂C1

∂M3
0 0

0 0 ∂C2

∂M3
0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠,

а ее ранг падает на две единицы. Таким образом, как и в случае гладкого эллипсоида, вер-
тикальные вращения вокруг оси симметрии образуют два однопараметрических семейства
особенностей S1 = {M = (0, 0,M3),γ = (0, 0,±1): M3 ∈ (−∞,∞)}, образ которых в про-
странстве первых интегралов представляет собой две кривые. Соответствующая бифурка-
ционная диаграмма приведена на рисунке 10 и качественно не отличается от диаграммы
для случая гладкой плоскости.

Рис. 10. Бифуркационная диаграмма в задаче о качении осесимметричного эллипсоида по гладкой
плоскости при I1 = 1, I3 = 1.5, b1 = 1, b2 = 2, m = 1, g = 1:
(a) трехмерная бифуркационная диаграмма в пространстве (c2, c1, h),
(b) сечение бифуркационной диаграммы плоскостью c1 = 0.157,
(c) сечение бифуркационной диаграммы плоскостью c2 = 0.157.
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Для динамически несимметричного эллипсоида (например, однородного) ситуация су-
щественно сложнее. Пока не ясно, существует ли в этом случае даже инвариантная мера.
Ее отсутствие для полностью несимметричных тел приводит к существованию странного
аттрактора и противоречит гамильтоновости и конформной гамильтоновости [3, 5, 16].

4.3. Анализ монодромии

Для анализа монодромии воспользуемся подходом, изложенным в разделе 3.3. При
этом достаточно заменить в рассуждениях pψ на c1, а pϕ на c2. Результаты построения
отображения для кривых, лежащих в плоскости c1 = const, приведены на рисунке 11, а
для кривых, лежащих в плоскости c2 = const, — на рисунке 12. Как видно из рисунков,
монодромия для кривых в плоскости c1 = const с точностью до знака совпадает со случаем
pψ = const, а для кривых, лежащих в плоскости c2 = const, — со случаем pϕ = const
для качения эллипсоида по гладкой плоскости. Очевидно, данное несовпадение знака легко
исключается соответствующим выбором фундаментальных решений системы (4.6).

Рис. 11. Образы σ(ν) базисного цикла ν = {ϕ = 0} при отображении Пуанкаре: (a) на развертке
тора Ttransv, (c, d) в пространстве

(
γ1, γ2,M3

)
; (b) соответствующие кривые обхода особенностей

в плоскости pϕ = 0.157.

Несмотря на то, что задача о качении осесимметричного эллипсоида по абсолютно
шероховатой плоскости является негамильтоновой, ее монодромия полностью совпадает
со случаем гамильтоновой задачи о качении по гладкой плоскости. Таким образом, две
рассмотренные выше задачи топологически ничем друг от друга не отличаются.
Это позволяет сделать предположение о конформной гамильтоновости задачи о качении
эллипсоида симметрии по шероховатой плоскости безо всяких особенностей пуассоновой
структуры. Отметим, что в настоящее время даже для более простой задачи (сферы Рауса)
указанная в [12] пуассонова структура имеет особенность.
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Рис. 12. Образы σ(ν) базисного цикла ν = {ϕ = 0} при отображении Пуанкаре: (a) на развертке тора
Ttransv, (c, d) при отображении Пуанкаре в пространстве

(
γ1, γ2, c1

)
; (b) соответствующие кривые

обхода особенностей в плоскости pϕ = 0.157.

5. Результаты проведенного анализа и выводы

Главным результатом является подтверждение нашей контргипотезы: неголономная
интегрируемая система, описывающая качение эллипсоида вращения по шероховатой плос-
кости, по своим топологическим свойствам вполне аналогична гамильтоновой системе, опи-
сывающей динамику такого же эллипсоида по «абсолютно гладкой» плоскости. Другими
словами, никаких топологических препятствий к гамильтонизации рассматриваемой систе-
мы монодромия не дает.

Это заключение, впрочем, отнюдь не означает, что монодромия бесполезна при решении
задач гамильтонизации. Напротив, рассмотренный пример демонстрирует ее исключитель-
ную эффективность. В самом деле, при решении задачи гамильтонизации мы обычно хотим
построить пуассонову (а не симплектическую!) структуру, относительно которой рассмат-
риваемая система оказывается гамильтоновой. Естественным желанием является, чтобы
гамильтонианом системы был известный заранее интеграл энергии. С другими интеграла-
ми ситуация не вполне понятна. Их каким-то образом требуется «разделить» на функции
Казимира и «настоящие» интегралы. Выбор функций Казимира в этом контексте эквива-
лентен заданию расслоения пространства M5 на симплектические листы.

Монодромия помогает исключить неправильное «разделение». Именно этот феномен
мы можем наблюдать в рассматриваемой задаче. Помимо интеграла энергии она облада-
ет двумя линейными интегралами, которые на первый взгляд никак существенно друг от
друга не отличаются. Для гамильтонизации системы один из них естественно «выбрать»
в качестве функции Казимира искомой гамильтоновой структуры. Который из двух? Прове-
денный анализ показывает, что C2 для этой цели не подходит, поскольку при таком выборе
монодромия вокруг особого слоя становится негамильтоновой. Напротив, C1 вполне подхо-
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дит: слоение на симплектические листы с топологической точки зрения будет «похоже» на
стандартное, и никаких проблем с монодромией не будет.4 Кстати, явная гамильтонизация
рассмотренной задачи о качении эллипсоида по шероховатой плоскости до сих пор не вы-
полнена (мы имеем в виду поиск пуассоновой структуры ранга 4; структура ранга 2 для
этой задачи после некоторой дополнительной редукции указана в [19]). Попытки найти яв-
ное конформно-гамильтоново представление для более простой задачи Рауса (динамически
симметричного шара со смещенным центром масс) не позволили избежать сингулярности,
что является пока не объясненным феноменом.

Отметим также, что способ вычисления монодромии при помощи отображения Пуан-
каре оказался очень эффективным, наглядным и устойчивым. Этот метод можно с успехом
применять и в других задачах, даже необязательно интегрируемых, поскольку отображение
Пуанкаре можно определить для динамических систем гораздо более общей природы.

Авторы благодарят А.В.Борисова, И.С.Мамаева и Б.Жилинского за полезные об-
суждения. А.В.Болсинов считает необходимым отметить исключительную важность раз-
говоров о правильном понимании монодромии с Х.Дуллиным в июне 2009 года, многие
высказанные тогда соображения самым непосредственным образом использованы в данной
работе.
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Topological monodromy in nonholonomic systems
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The phenomenon of a topological monodromy in integrable Hamiltonian and nonholonomic
systems is discussed. An efficient method for computing and visualizing the monodromy is
developed. The comparative analysis of the topological monodromy is given for the rolling
ellipsoid of revolution problem in two cases, namely, on a smooth and on a rough plane. The
first of these systems is Hamiltonian, the second is nonholonomic. We show that, from the
viewpoint of monodromy, there is no difference between the two systems, and thus disprove
the conjecture by Cushman and Duistermaat stating that the topological monodromy gives a
topological obstruction for Hamiltonization of the rolling ellipsoid of revolution on a rough plane.
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