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О слоистых течениях плоской свободной конвекции
С.Н.Аристов, Е.Ю.Просвиряков

Построены новые точные стационарные решения системы Обербека –Буссинеска, опи-
сывающие слоистые течения конвекции Бенара –Марангони. Рассмотрены граничные усло-
вия двух типов: задание градиента температуры на одной из границ и на обеих границах
одновременно. Показано, что при задании градиента температуры задача является суще-
ственно двумерной: не существует линейного преобразования, позволяющего преобразовать
исследуемые течения к одномерным. Полученные решения физически проинтерпретирова-
ны, и найдены размеры слоев, при которых отсутствует трение на твердой поверхности
и происходит смена направления скорости на свободной поверхности.

Ключевые слова: слоистые течения, аналитические решения, полиномиальные реше-
ния, понижение размерности, конвекция Бенара –Марангони

1. Введение

Описание тепловых потоков жидкости и газа, как известно, происходит благодаря инте-
грированию системы уравнений Обербека –Буссинеска [1, 2]. В связи с различной природой
стратификации жидкости принято выделять два типа течений: адвективные и конвектив-
ные. Адвективные течения жидкости или газа индуцируются горизонтальным градиентом
плотности (в качестве частного случая причины возникновения таких течений необходи-
мо отметить наличие горизонтального градиента температуры). Характерное отличие этих
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течений от конвективных заключается в том, что скорость потока перпендикулярна дей-
ствию сил тяжести и плавучести. Необходимость изучения адвекции связана с решением
задач геофизической гидродинамики [3] и с описанием некоторых технологических процес-
сов [4]. В качестве первой работы, в которой описаны тепловые течения, индуцированные
линейным распределением температуры на границе, необходимо указать работу Остроумо-
ва [5]. В статье [6] впервые было получено решение, описывающее адвекцию, которую вы-
зывают термокапиллярные силы на свободной поверхности. Наиболее полно и исчерпыва-
юще развитие и обобщение решений Остроумова и Бириха на другие классы жидкостей
представлено в работах [7–11]. Отметим, что существует более широкий класс адвективных
и конвективных течений, рассмотренных в [12–15]. Этот класс обобщает класс Линя [16] для
уравнений магнитной динамики, в котором гидродинамические и магнитные поля линейны
по горизонтальным координатам. В [12] приведена классификация точных решений урав-
нений Навье –Стокса с линейной зависимостью компонент скорости от двух пространствен-
ных переменных, а в [17] для уравнений газовой динамики и естественной конвекции были
построены решения, зависящие от одной пространственной переменной. Несмотря на бо-
гатую историю исследований адвективных и конвективных течений, следует отметить, что
описаны течения только для случая одинаково распределенного горизонтального градиента
температуры на обеих границах, хотя возможно нагревать только одну из границ [14, 15].
Наибольший интерес представляет задача, когда имеет место свободная конвекция Бена-
ра –Марангони. Поскольку отсутствуют решения, описывающие такого рода теплообмен,
то в настоящей работе будет построено соответствующее точное решение.

2. Постановка задачи

Уравнения адвекции и конвекции, записанные в декартовой системе координат, в при-
ближении Буссинеска имеют следующий вид [1, 2]:
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(2.1)

В системе уравнений (2.1) введены следующие обозначения: Vx, Vy, Vz — координаты век-
тора скорости, P — отклонение давления от гидростатического, деленное на постоянную
среднюю плотность ρ жидкости, T — отклонение от средней температуры, ν, χ — коэф-
фициенты кинематической вязкости и температуропроводности жидкости соответственно,
g — ускорение свободного падения. Отметим, что все функции, входящие в систему (2.1),
являются непрерывно дифференцируемыми по всем переменным до второго порядка вклю-
чительно.
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Рассмотрим плоскопараллельное движение неоднородно нагретой жидкости (скорости
зависят только от поперечной координаты z, а поля давления и температуры трехмерны).
В этом случае система Обербека –Буссинеска переопределена, а ее решение будем искать
в виде [14, 15, 17]

Vx = U, Vy = V, T = T0 + T1x+ T2y, P = P0 + P1x+ P2y. (2.2)

Отметим, что все функции в разложениях (2.2) зависят от поперечной координаты z
и времени t. Очевидно, что вертикальная скорость Vz равна нулю в силу рассматриваемого
течения. Важно заметить, что представление решения в форме (2.2) обобщает решение
Бириха, при наложении условия постоянства на значения функций T1 и T2.

Подставим класс решений (2.2) в систему Обербека –Буссинеска (2.1), получим линей-
ную систему уравнений в частных производных:
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Система (2.3) далее будет изучаться при различных режимах течений и различных
граничных условиях, представляющих физический интерес.

3. Стационарные решения конвекции Бенара –Марангони
при распределении градиента температуры на одной
из границ

Ограничимся изучением стационарных течений, описываемых системой (2.3). В этом
случае система (2.3) принадлежит классу систем обыкновенных дифференциальный урав-
нений тринадцатого порядка. Для нахождения постоянных интегрирования общих решений
стационарной краевой задачи сформулируем граничные условия для системы (2.3). На ниж-
ней z = 0 (твердой) границе выполняются соотношения

U = V = 0, T0 = 0, T1 = T2 = 0. (3.1)

На верхней (свободной) границе справедливы условия

P0 = S, P1 = P2 = 0,

T0 = 0, T1 = A, T2 = B,

ηdU
dz

= −σT1, η dV
dz

= −σT2.

(3.2)

Здесь σ и η — коэффициенты температурного поверхностного натяжения и динамической
вязкости соответственно.
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Решение системы уравнений (2.3), удовлетворящей граничным условиям (3.1) и (3.2),
имеет вид
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Проинтерпретируем полученные решения (3.3) с физической точки зрения. Вычислим
касательные напряжения, возникающие на твердой стенке:

τxz = ηdU
dz

= −Aσ +
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3 , τyz = ηdV
dz

= −Bσ +
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3 . (3.4)

Существует такая толщина слоя h1 =
√

3σ
gβρ
, что касательные напряжения на ниж-

ней границе обращаются в нуль одновременно. Такой эффект наблюдается у жидкостей,
коэффициент поверхностного натяжения которых убывает с ростом температуры. Таких
жидкостей, как известно, большинство [2]. Направление скорости по оси абсцисс и по оси

ординат на верхней границе меняет знак при определенной толщине слоя: h1 =
√

8σ
gβρ
.

Решение для краевой задачи, описывающей конвекцию Бенара –Рэлея, индуцирован-
ной градиентом температуры на твердой границе, записывается следующим образом:
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(3.5)
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Несмотря на достаточно интересные и нетривиальные следствия, полученные при ана-
лизе течений, наибольший интерес представляет ситуация, в которой на разных границах
заданы разные градиенты температуры. Это объясняется тем фактом, что если градиенты
одинаковые, то при помощи невырожденного линейного преобразования

(
преобразование

поворота на угол ϕ = arctan A
B

)
рассматриваемую двумерную задачу можно свести к од-

номерной. Рассмотрим далее плоскую термокапиллярную конвекцию Бенара –Марангони,
неприводимую к одномерной.

4. Стационарные решения конвекции Бенара –Марангони
при распределении градиента температуры
на разных границах

Для стационарных уравнений движений (2.3) запишем граничные условия. На нижней
границе (z = 0) граничные условия выглядят следующим образом:

U = V = 0, T0 = 0, T1 = 0, T2 = B. (4.1)

На верхней границе (z = h) справедливы условия

P0 = S, P1 = P2 = 0,

T0 = 0, T1 = A, T2 = 0,

η dU
dz

= −σT1, η dV
dz

= −σT2.

(4.2)

Вычисляем аналитическое решение краевой задачи (2.3), (4.1) и (4.2):
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Здесь, для компактной записи, введены следующие обозначения: a = A2gβ

2h2
и b = B2gβ

2h2
.
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Сравнивая структуры решений краевых задач, получим, что касательные напряжения
на нижней границе обращаются в нуль при любой толщине слоя, тогда как равенство нулю
достигается при той же толщине, вытекающей из формулы (3.4). Направление скорости U

по оси Ox меняет знак при значении толщины слоя h2 =
√

8σ
gβρ
, а направление скорости V —

постоянно и сонаправлено оси ординат.

5. Заключение

В настоящей работе рассмотрены слоистые течения конвекции Бенара –Марангони вяз-
кой несжимаемой жидкости, индуцируемые градиентом температуры. Получены решения
для двух типов распределений градиента: компоненты градиента заданы только на одной
границе (свободной или твердой) и на обеих границах одновременно. Показано, что распре-
деление температурного градиента на верхней и нижней границах слоя жидкости приводит
к двумерной задаче, которую нельзя привести к одномерной линейными преобразованиями,
в отличие от случая распределения температуры на одной из границ. Вычислены толщины
слоев жидкости, при которых наблюдается отсутствие трения на нижней границе и проис-
ходит смена направления вектора скорости на свободной поверхности.
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On laminar flows of planar free convection
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New exact steady-state solutions of the Oberbeck –Boussinesq system which describe laminar
flows of the Benard –Marangoni convection are constructed. We consider two types of boundary
conditions: those specifying a temperature gradient on one of the boundaries and those specifying
it on both boundaries simultaneously. It is shown that when the temperature gradient is specified
the problem is essentially two-dimensional: there is no linear transformation allowing the flows
to be transformed into one-dimensional ones. The resulting solutions are physically interpreted
and dimensions of the layers are found for which there is no friction on the solid surface and
a change occurs in the direction of velocity on the free surface.
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