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В заключение рассмотрен однородный сфероид в пространстве постоянной положи-
тельной кривизны. Показано, что в этом случае сфероид не может вращаться как твердое
тело, так как распределение угловой скорости частиц жидкости зависит от расстояния до
оси симметрии.
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Введение

Данная работа посвящена точным решениям в задаче об (осесимметричных) фигу-
рах равновесия самогравитирующей идеальной жидкости со стратификацией плотности.
Прежде всего кратко напомним известные результаты в этом направлении.

Для однородной жидкости хорошо известны эллипсоидальные фигуры равновесия, для
которых вся масса равномерно вращается как твердое тело вокруг неподвижной оси:

сфероид Маклорена (1742),
эллипсоид Якоби (1834).

Кроме того, в случае однородной жидкости существуют также фигуры равновесия
с внутренними течениями:

эллипсоид Дедекинда (1861),
эллипсоиды Римана (1861).
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Замечание. Открытие эллипсоидов Дедекинда и Римана стало возможным благодаря работе
Дирихле [22], где были получены уравнения динамики жидкого однородного самогравитирующего
эллипсоида (для данной системы все вышеуказанные фигуры равновесия являются неподвижными
точками). Современный обзор динамических аспектов, связанных с жидкими и газообразными са-
могравитирующими эллипсоидами, с подробной бибилиографией дан в работе [4]. Отметим также
случаи интегрируемости, найденные недавно в родственной задаче о газовых эллипсоидах [27].

Хотя исследованиям несимметричных фигур равновесия было посвящено огромное ко-
личество работ в XIX и XX века (см., например, литературу к работам [4, 14]), наиболее
значимым с точки зрения приложений к теории фигур планет остается сфероид Макло-
рена. Однако хорошо известно, что для всех планет Солнечной системы реальное сжатие
отличается от сжатия соответствующего сфероида Маклорена, полученного по характери-
стикам планеты.1 Традиционно это расхождение связывают со стратификацией плотности
планеты, что приводит к необходимости исследования неоднородных фигур равновесия.

Для стратифицированной массы жидкости, вращающейся как твердое тело с малой
угловой скоростью ω, в работе А.Клеро2 [6] было получено уравнение сфероида, который
в первом порядке по ω2 является фигурой равновесия. Впоследствии исследования таких
фигур были продолжены в работах Лапласа, Лежандра и Ляпунова. Ляпунов получил
окончательное решение этой проблемы в форме рядов по малому параметру ω2 и показал
их сходимость.

С другой стороны, в ряде работ (М.Ами [28], В.Вольтерра [39] и П.Пицетти [13, гл. 12])
было показано, что для стратифицированной жидкой массы, вращающейся как твердое
тело, фигуры равновесия в классе эллипсоидов не существует.

Теорема. Пусть тело образовано самогравитирующей идеальной стратифицирован-
ной жидкостью. При этом предполагается, что

— свободная поверхность жидкости — эллипсоид (может быть как трехосный, так
и сфероид),

— распределение плотности ρ(r) таково, что поверхности уровня ρ(r) = const явля-
ются эллипсоидами, соосными с внешней поверхностью.

Тогда данная конфигурация жидкой массы не может задавать фигуру равновесия,
вращающуюся как твердое тело вокруг одной из главных осей.

М.Ами доказал эту теорему для случая конечного числа эллипсоидальных слоев по-
стоянной плотности, В.Вольтерра обобщил этот результат на случай непрерывного рас-
пределения плотности для гомотетической стратификации эллипсоидов, П.Пицетти дал
наиболее простое и строгое доказательство в общем случае как для непрерывного распре-
деления плотности, так и для кусочно-постоянного. Любопытно, что до сих пор появляются
работы (см., например, [30]), авторы которых «открывают» новые «решения», противоре-
чащие данной теореме. Такого сорта работы показывают, что еще не достигнуто полное
понимание всех проблем, связанных с фигурами равновесия небесных тел со стратифици-
рованной плотностью. Отметим, что в работе [38] А.Вероне также пытается доказать эту
теорему для случая непрерывного распределения плотности, но делает ошибки.

1Соответствующие расчеты несложно выполнить по формулам раздела 2.3 и доступным в ин-
тернете астрономическим данным.

2А.Клеро участвовал в первых экспедициях, подтвердивших предположение И.Ньютона о том,
что Земля сжата с полюсов.
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Если допустить возможность, что угловая скорость частиц жидкости не является по-
стоянной для всей жидкой массы, то возможны фигуры равновесия для произвольной осе-
симметричной формы поверхности и стратификации плотности [13, гл. 9]. Так, в работе3 [15]
С.А.Чаплыгин явно указал сфероидальную фигуру равновесия с неоднородным распреде-
лением угловых скоростей для случая гомотетической стратификации плотности. При этом
оказывается, что поверхности равной плотности ρ(r) = const не совпадают с поверхностями
равной угловой скорости ω(r) = const. С.А.Чаплыгин пытался использовать полученное
решение для объяснения зависимости от широты угловой скорости вращения поверхност-
ных слоев Солнца.

В работе [34] найдено явное решение другого вида, для которого фигура равновесия
представляет собой сфероид, состоящий из двух масс жидкостей разной плотности ρ1 �= ρ2,
разделенных сфероидальной границей, софокусной с внешней поверхностью, при этом каж-
дый из слоев вращается с постоянной угловой скоростью так, что ω1 �= ω2. Обобщение этого
решения на случай произвольного конечного числа «софокусных слоев» получено в [24].

В настоящей работе мы получаем обобщение этого решения на случай произвольной
конфокальной стратификации плотности (как непрерывной, так и кусочно-постоянной). Мы
также приводим для сравнения решение Чаплыгина для гомотетической стратификации.
Кроме того, мы показываем, что в случае пространства постоянной кривизны однородный
(криволинейный) сфероид является фигурой равновесия только при условии неоднородного
распределения угловых скоростей частиц жидкости ω(r) �= const; решение в этом случае
можно представить в форме ряда по кривизне пространства.

1. Уравнения движения и осесимметричные равновесные
формы

1.1. Уравнения движения в криволинейных координатах

В данном случае для решения конкретных задач удобно использовать специальные
криволинейные (неортогональные) координаты, которые обозначим q = (q1, q2, q3). Итак,
прежде всего представим уравнения, описывающие данную систему, в подходящей форме.

Пусть элемент жидкости имеет в данный момент времени t координаты q , тогда ско-
рости изменения его координат при движении обозначим q̇ = (q̇1, q̇2, q̇3). При этом скорости
будут зависеть как от координат q выбранного элемента, так и от времени t: q̇i = q̇i(q , t).
Полная производная любой функции f от q и t вычисляется по формуле

df

dt
=
∂f

∂t
+
∑

i

∂f

∂qi
q̇i. (1.1)

Обозначим через G = ‖gij‖ метрический тензор, отвечающий данным координатам. В слу-
чае ортогональных координат G = diag(h2

1, h
2
2, h

2
3), где hi — координаты Ламе.

Как известно [9], уравнения движения жидкости в потенциальном поле могут быть
представлены в форме

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
− ∂T

∂qi
= −∂U

∂qi
− 1
ρ

∂p

∂qi
, (1.2)

3Эта работа не была опубликована при жизни С.А.Чаплыгина, она впервые появилась в его
посмертном собрании сочинений, подготовленным Л.Н.Сретенским.
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где ρ, p — плотность и давление, U — удельный потенциал внешних сил, T — удельная
кинетическая энергия жидкости, вычисляемая по формуле

T =
1
2

∑
i,j

gij q̇iq̇j.

Уравнения непрерывности, записанные в данных обозначениях, принимают вид

∂ρ

∂t
+

1
g

∑
i

∂

∂qi
(ρgq̇i) = 0, g =

√
detG. (1.3)

В случае самогравитирующей жидкости гравитационный потенциал U(q , t) находится
из уравнения

ΔU = 4πGρ(q , t), (1.4)

где G — гравитационная постоянная, а лапласиан задается известным соотношением

Δ =
1
g

∑ ∂

∂qi

(
ggij ∂

∂qj

)
, ‖gij‖ = G−1,

при этом предполагается, что снаружи от жидкого тела плотность обращается в нуль, ρ = 0.
В случае отсутствия внешних воздействий на свободной границе ∂B массы жидкости

давление обращается в нуль,
p
∣∣
∂B

= 0,

а гравитационный потенциал и его производная по нормали являются непрерывными,

Uin

∣∣
∂B

= Uout

∣∣
∂B
,

∂Uin

∂n

∣∣∣∣
∂B

=
∂Uout

∂n

∣∣∣∣
∂B

, (1.5)

где индексы in, out обозначают величины внутри и вне тела соответственно.

1.2. Стационарные осесимметричные течения

Для исследования возможных фигур равновесия в данной ситуации выберем криволи-
нейные координаты q = (r, μ, ϕ), которые связаны с декартовыми следующим образом:

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = Z(r, μ).

Здесь функция Z(r, μ) выбирается таким образом, чтобы при одном из значений μ = μ0

получалась свободная поверхность жидкой массы, ее конкретный вид будет определяться
соответствующей постановкой задачи. Метрический тензор задается соотношением

G =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 + Z2

r ZrZμ 0

ZrZμ Z2
μ 0

0 0 r2

⎞⎟⎟⎟⎠, g =
√

detG = rZμ,

где Zr = ∂Z
∂r

, Zμ = ∂Z
∂μ

.

Замечание. П.Пицетти [13] пользуется обычными цилиндрическими координатами (то есть
полагает μ = z), при этом уравнение свободной поверхности имеет вид F (x, z) = 0. C практиче-
ской точки зрения, при поиске конкретных фигур равновесия стратифицированной жидкости этот
подход неудобен.
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Будем искать стационарное решение уравнений (1.2), для которого распределение ско-
ростей имеет вид

ṙ = 0, μ̇ = 0, ϕ̇ = ω(r, μ), (1.6)

а функции U , p, ρ не зависят от ϕ. Тогда, подставляя (1.6) в (1.2) и (1.4), получим систему
уравнений

∂U

∂r
+

1
ρ

∂p

∂r
= rω2,

∂U

∂μ
+

1
ρ

∂p

∂μ
= 0,

ΔrμU = 4πGρ(r, μ),

Δrμ =
1
rZμ

∂

∂r

(
rZμ

∂

∂r

)
+

1
Zμ

∂

∂μ

(
1 + Z2

r

Zμ

∂

∂μ

)
− 1
rZμ

(
∂

∂r

(
rZr

∂

∂μ

)
+

∂

∂μ

(
rZr

∂

∂r

))
,

p(r, μ)
∣∣
μ=μ0

= 0.
(1.7)

При этом уравнение непрерывности (1.3) выполняется тождественно.
Зададим функцию Z(r, μ), определяющую криволинейные координаты, таким образом,

чтобы все координатные поверхности μ = const являлись компактными, и определим неко-
торое значение μ = μ0, которое соответствует границе жидкости и задает распределение
плотности ρ(r, μ). Тогда, согласно (1.7), после решения уравнения для потенциала всегда
можно подобрать распределение давления и квадрата угловой скорости, которые будут удо-
влетворять первой паре уравнений:

p(r, μ) =

μ∫
μ0

ρ∂U
∂μ

dμ,

ω2(r, μ) = 1
rρ

⎛⎝ρ0
∂U
∂r

(r, μ0) +

μ∫
μ0

(
∂U
∂r

∂ρ

∂μ
− ∂U
∂μ

∂ρ

∂r

)
dμ

⎞⎠, ρ0 = ρ(r, μ0).

Возможным препятствием существованию такого рода фигур равновесия является то, что
ω2(r, μ), определяемая из этих уравнений, может оказаться отрицательной. Более содержа-
тельной задача о фигурах равновесия остается, когда мы накладываем некоторые ограни-
чения на распределение угловой скорости.

Так, в работах Л.Лихтенштейна и Р.Вавра, см. [11], указаны достаточные условия,
когда тело заведомо обладает плоскостью симметрии.

Теорема. Пусть для неоднородного самогравитирующего жидкого тела выполнено
следующее:

1. жидкость находится в состоянии относительного равновесия, при котором все ча-
стицы вращаются вокруг неподвижной оси Oz и их угловая скорость зависит лишь
от расстояния до оси вращения: ω=ω(r2),

2. плотность является кусочно-непрерывной функцией,

3. тело состоит из конечного числа ограниченных областей, границы которых имеют
топологический тип сферы или тора;

тогда тело обладает плоскостью симметрии, перпендикулярной оси Oz.

Очевидно также, что при этом центр масс лежит на пересечении плоскости симметрии
с осью вращения Oz.
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2. Неоднородные фигуры с изоденситным распределением
угловой скорости слоев

2.1. Общие уравнения для монотонного и кусочно-постоянного
распределения плотности

Рассмотрим теперь случай, когда поверхности уровня стратификации плотности ρ сов-
падают с поверхностями уровня угловой скорости ω (то есть жидкости равной плотности
движутся с одинаковой угловой скоростью); выбирая их как координатные линии μ = const,
это условие представим в форме

ρ = ρ(μ), ω = ω(μ). (2.1)

Исключая из первой пары уравнений системы (1.7) давление (умножая их на ρ и дифферен-
цируя первое по μ, а второе — по r, а затем вычитая одно из другого), получим соотношение

ρ′(μ)
∂U(r, μ)
∂r

= r
(
ρ(μ)ω2(μ)

)′
, (2.2)

где штрих обозначает производную по μ.
1. Рассмотрим сначала случай, когда плотность всюду внутри тела непостоянна:

ρ′(μ) �= 0.

Тогда согласно (2.2) потенциал U внутри тела представляется в форме

U(r, μ) =
1
2
u(μ)r2 + v(μ), (2.3)

причем из первой пары уравнений (1.7) неизвестные p(r, μ) и ω(μ) получим в форме

p = −1
2
P (μ)r2 −Q(μ), ω2(μ) = u(μ) − P (μ)

ρ(μ)
,

P (μ) =

μ∫
μ0

u′(ξ)ρ(ξ) dξ, Q(μ) =

μ∫
μ0

v′(ξ)ρ(ξ) dξ.
(2.4)

При этом заведомо выполнены соотношения

p(r, μ)
∣∣∣
μ=μ0

= 0,
dω2

dμ

∣∣∣∣
μ=μ0

= 0.

Таким образом, отсюда следует, что фигура равновесия жидкости со стратификацией
плотности и угловой скорости вида (2.1) существует тогда и только тогда, когда существуют
функции Z(r, μ) и u(μ), v(μ), удовлетворяющие уравнению

Δr,μ

(
1
2u(μ)r2 + v(μ)

)
= 4πGρ(μ), (2.5)

причем внутри жидкой массы потенциал имеет вид (2.3).
2. Рассмотрим теперь ситуацию, когда в некотором слое плотность принимает по-

стоянное значение:
ρ(μ) = ρ0 = const, μ ∈ (μ1, μ2).

Тогда, согласно (2.2), заключаем, что угловая скорость всего слоя также постоянна:

ω(μ) = ω0 = const, μ ∈ (μ1, μ2).
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Рис. 1.

Учитывая это, проинтегрируем первую пару уравнений (1.7)
и получим для функции U + p

ρ0
в слое соотношение

U +
p

ρ0
=

1
2
ω2

0r
2 + Φ0, Φ0 = const. (2.6)

При этом во всех точках на границах слоя μ = μi, i = 1, 2 (см.
рис. 1) давление внутри и снаружи должно совпадать:

pin(r, μ)
∣∣∣
μ=μi

= pout(r, μ)
∣∣∣
μ=μi

. (2.7)

Потенциал в слое также удовлетворяет уравнению Лапласа

ΔrμUin(r, μ) = 4πGρ0,

а на границах выполняются условия (1.5).

2.2. Семейство конфокальных сфероидов

Рассмотрим частный случай, при котором искомое решение существует. Покажем, что
в случае конфокальной стратификации плотности сфероида гравитационный потенциал
записывается в виде (2.3).

Выберем параметризацию конфокальной стратификации в R
3 следующим образом:

x2 + y2

d2(1 + μ2)
+

z2

d2μ2
= 1, μ ∈ [0,+∞),

где d — фокальное расстояние меридионального сечения (см. рис. 2). Таким образом, па-
раметр μ определяет отношение малой полуоси сфероида к фокальному расстоянию, а экс-
центриситет e выражается по формуле

e =
1√

1 + μ2
. (2.8)

Рис. 2. Меридиональные
сечения поверхностей
μ = const.

Выражая z, находим

Z(r, μ) = ±
√
d2μ2 − r2

μ2

μ2 + 1
. (2.9)

Если граница сфероида, заполненного жидкостью, имеет полуоси
a, b (см. рис. 2), то фокальное расстояние d и координата границы
μ0 определяются соотношениями

d =
√
a2 − b2, μ0 =

b√
a2 − b2

. (2.10)

Замечание. Можно показать, что для вытянутой сфероидальной

стратификации
(
то есть для r2

d2μ2
+ z2

d2(μ2 + 1)
= 1

)
данное решение

приводит к отрицательному квадрату угловой скорости вращения слоев (ω2(μ) < 0), поэтому его
мы рассматривать не будем.
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Предложение 1. Потенциал поля тяжести для сфероида с конфокальной страти-
фикацией имеет вид

U = k
2

(
1
2
r2ũ(μ)
1 + μ2

+ d2ṽ(μ)

)
, k = 4πG. (2.11)

Для внутренних точек:

ũin = I0(μ)((1 + 3μ2) arcctg(μ) − 3μ) − I1(μ)(1 + 3μ2),

ṽin = −I0(μ)((1 + μ2) arcctg(μ) − μ) + I1(μ)(1 + μ2) + 2I2(μ),
(2.12)

I0(μ) =

μ∫
0

ρ(ξ)(1 + 3ξ2) dξ, I1(μ) =

μ∫
μ0

ρ(ξ)((1 + 3ξ2) arcctg(ξ) − 3ξ) dξ, I2(μ) =

μ∫
μ0

ξρ(ξ) dξ.

Для внешних точек:

ũout = I0(μ0)((1 + 3μ2) arcctg(μ) − 3μ), ṽout = I0(μ0)(μ− (1 + μ2) arcctg(μ)). (2.13)

Доказательство. Будем искать потенциал в форме (2.11). Тогда уравнение (2.5) приводит
к двум линейным уравнениям для функций ũ(μ), ṽ(μ):

d

dμ

(
(1 + μ2)

dũ

dμ

)
− 6ũ+ 4ρ(μ) = 0,

d

dμ

(
(1 + μ2)

dṽ

dμ

)
+ 2ũ− 2(1 + μ2)ρ(μ) = 0. (2.14)

Как хорошо известно, решение (2.14) представляется в виде суперпозиции

ũ(μ) = ũ0(μ) + ũp(μ), ṽ(μ) = ṽ0(μ) + ṽp(μ), (2.15)

где ũ0, ṽ0 — общее решение однородной системы (при условии ρ(μ) = 0), а ũp, ṽp — частное решение
неоднородной системы. В данном случае можно выбрать

ũ0(μ) = A1(1 + 3μ2) +A2

(
(1 + 3μ2) arcctgμ− 3μ

)
,

ṽ0(μ) = −A1μ
2 +A2

(
(1 − μ2) arcctgμ+ μ

)
+A3 arcctgμ+A4.

(2.16)

Используя разновидность метода вариации постоянных, частное решение можно представить в виде
однократных интегралов:

ũp(μ) =
(
(1 + 3μ2) arcctgμ− 3μ

) μ∫
μs

(1 + 3ξ2)ρ(ξ) dξ − (1 + 3μ2)

μ∫
μs

(
(1 + 3ξ2) arcctg ξ − 3ξ

)
ρ(ξ) dξ,

ṽp(μ) =

μ∫
μs

(arcctg ξ)S(ξ) dξ − arcctgμ

μ∫
μs

S(ξ) dξ,

2S(μ) = (μ2 + 1)ρ(μ) − ũp(μ).
(2.17)

В общем случае нижний предел μs в соотношениях (2.17) можно выбирать произвольной постоянной
для каждого из интегралов.

Условия, которым должен удовлетворять потенциал, имеют следующий вид:
1. Вдали от сфероида потенциал должен стремиться к нулю:

lim
μ→∞

ũout(μ)
1 + μ2

= 0, lim
μ→∞ ṽout(μ) = 0. (2.18)
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2. На границе сфероида μ = μ0 потенциал должен быть гладкой функцией:

ũin(μ0) = ũout(μ0), ṽin(μ0) = ṽout(μ0),

ũ′in(μ0) = ũ′out(μ0), ṽ′in(μ0) = ṽ′out(μ0).
(2.19)

3. При μ → 0 на разрезе z = 0, r ∈ (0, d) потенциал должен быть гладкой функцией, то есть
значения его производных должны совпадать в точках z+ и z− при μ → 0 (см. рис. 1), отсюда
получим условие

ũ′in
∣∣∣
μ=0

= 0, ṽ′in
∣∣∣
μ=0

= 0. (2.20)

Удовлетворим первому условию (2.18). Для этого разложим потенциал снаружи в ряд по сте-

пеням 1
μ :

ũout(μ)
1 + μ2

= 3Aout
1 +O

(
1
μ

)
, ṽout = −Aout

1 μ2 +Aout
4 +O

(
1
μ

)
.

Отсюда следует Aout
1 = Aout

4 = 0.
Далее удовлетворим условию (2.19). Для этого, чтобы упростить систему (2.18), выберем част-

ное решение таким образом, чтобы на поверхности оно обращалось в нуль. Как легко видеть, этого
можно достич, выбрав μs = μ0, кроме того, в этом случае уравнения (2.19) удовлетворяются, если
положить Ain

1 = Ain
4 = 0, Aout

2 = Ain
2 , Aout

3 = Ain
3 .

Из уравнений (2.20) найдем две оставшиеся константы Ain
2 , Ain

3 :

Ain
2 =

μ0∫
0

(1 + 3ξ2)ρ(ξ) dξ, Ain
3 = −2

μ0∫
0

S(ξ) dξ.

Теперь, чтобы получить соотношения (2.12), осталось упростить выражение для Ain
3 :

Ain
3 = −2

μ0∫
0

(1 + μ2)ρ(μ) dμ + 2

μ0∫
0

ũp(μ) dμ,

2ũp(μ) = 2

⎛⎝ψ1(μ)

μ∫
μ0

ψ2(ξ)ρ(ξ) dξ − ψ2(μ)

μ∫
μ0

ψ1(ξ)ρ(ξ) dξ

⎞⎠,
ψ1(μ) = (1 + 3μ2) arcctgμ− 3μ, ψ2(μ) = 1 + 3μ2.

Второй интеграл в выражении для Ain
3 возьмем по частям, для этого определим первообразные:

Ψ1(μ) = μ
(
(1 + μ2) arcctgμ− μ

)
, Ψ′

1(μ) = ψ1(μ),

Ψ2(μ) = μ(μ+ 1), Ψ′
2(μ) = ψ2(μ);

при этом находим
μ0∫
0

2ũp(μ) dμ =

μ0∫
0

(
ψ1(μ)Ψ2(μ) − ψ2(μ)Ψ1(μ)

)
ρ(μ) dμ = −2

μ0∫
0

μ2ρ(μ) dμ.

Таким образом, окончательно получаем:

Ain
2 = −2

μ0∫
0

(1 + 3ξ2)ρ(ξ) dξ.

Записывая решение (2.17) с учетом найденных констант интегрирования, а затем взяв повтор-
ные интегралы в ṽp(μ) по частям аналогично тому, как это было сделано выше, и приводя подобные
слагаемые, получаем выражения (2.12) и (2.13).
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Замечание. Если сделать замену переменной μ = ix в уравнениях (2.14), они примут форму
неоднородных уравнений Лежандра при n = 2 и n = 1.

Как следствие такого представления потенциала получим известную теорему Макло-
рена [14] в случае сфероида.

Теорема 1. Гравитационный потенциал, создаваемый неоднородным сфероидом c кон-
фокальной стратификацией и плотностью ρ(μ), во внешней точке совпадает с потенци-
алом однородного сфероида с плотностью

〈ρ〉 = 1
μ0(1 + μ2

0)

μ0∫
0

(1 + 3ξ2)ρ(ξ) dξ.

Согласно предложению 1, семейство конфокальных сфероидов удовлетворяет усло-
вию (2.3), а следовательно, поверхности уровня угловой скорости также являются кон-
фокальными сфероидами. После интегрирования P (μ) по частям конечное выражение для
угловой скорости слоев можно представить в форме

ω(μ)2

2πG
= I0(μ0)

ρ(μ0)
ρ(μ)

(1 + 3μ2
0) arcctg(μ0) − 3μ0

1 + μ2
0

−

− 2
ρ(μ)

μ0∫
μ

ρ′(ξ)
I0(ξ)((1 + 3ξ2) arcctg(ξ) − 3ξ) − I1(ξ)(1 + 3ξ2)

1 + ξ2
dξ.

(2.21)

Из этого соотношения, полагая μ = μ0, получим следующий результат:

Теорема 2. При произвольной конфокальной стратификации угловая скорость на
внешней поверхности неоднородного сфероида совпадает с значением угловой скорости
сфероида Маклорена плотности 〈ρ〉:

ω2
0

2πG〈ρ〉 = μ0((1 + 3μ2
0) arcctg(μ0) − 3μ0), (2.22)

где 〈ρ〉 — средняя плотность сфероида.

2.3. Однородный сфероид Маклорена

Пусть плотность постоянна всюду внутри некоторого сфероида:

ρ(μ) =

{
0, μ0 < μ,

ρ0, 0 < μ � μ0,

где μ0 определяется соотношениями (2.10). В этом случае из предложения 1 находим гра-
витационный потенциал. Внутри сфероида он представляется в форме

U = 2πG

(
1
2
r2ũin(μ)
1 + μ2

+ d2ṽin(μ)

)
,

uin(μ) = ρ0

(
μ0(1 + 3μ2)((1 + μ2

0) arcctg μ0 − μ0) − 2μ2
)
,

vin(μ) = ρ0(1 + μ2
0)
(
μ2 − μ0(1 + μ2) arcctg μ0

)
.
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Далее из соотношения (2.21) с учетом связи (2.8) между μ0 и эксцентриситетом полу-
чаем известное выражение для угловой скорости сфероида Маклорена:

ω2
0

2πGρ0
= μ0

(
(1 + 3μ2

0) arcctg μ0 − 3μ0

)
=

√
1 − e2

e3

(
(3 − 2e2) arcsin e− 3e

√
1 − e2

)
.

Используя (2.4), находим давление для сфероида Маклорена:

p

2πGρ2
0

=
(μ2

0 − μ2)(1 − μ0 arcctg μ0)
1 + μ2

(d2(1 + μ2)(1 + μ2
0) − r2). (2.23)

Можно показать, что поверхности уровня (2.23) суть гомотетические сфероиды. Используем
для этого соотношение, определяющее гомотетическую стратификацию, которое в нашем
случае примет вид

r2

d2(1 + μ2
0)

+ z2

d2μ2
0

= m,

и (2.9), находим:

r =
d2(1 + μ2

0)(1 + μ2)(mμ2
0 − μ2)

μ2 − μ2
0

.

Далее, подставляя r в (2.23), получим:

p

2πGρ2
0

= d2μ2
0(1 + μ2

0)(1 − μ0 arcctg μ0)(1 −m).

2.4. Сфероид с кусочно-постоянным распределением плотности

Рассмотрим теперь сфероид с кусочно-постоянной плотностью, то есть состоящий из
последовательности сложенных однородных слоев с различными плотностями. Внешний
слой будем нумеровать, как и ранее, индексом 0, а последний внутренний слой индексом n.
Таким образом, получаем сфероид состоящий из n+ 1 слоев:

ρ(μ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, μ0 < μ,

ρ0, μ1 < μ < μ0,

ρ1, μ2 < μ < μ1,

. . . , . . . ,

ρn, 0 < μ < μn.

Случай двух слоев различной плотности (в наших обозначениях n = 1) рассмотрен
в работе [34], в работе [24] указано его обобщение на произвольное число слоев. Любопыт-
но, что почти все выкладки, приводимые ниже, содержатся в работе M.Ами [28], хотя, как
мы уже упоминали во введении, он использовал их не для поиска новых фигур равнове-
сия, а для доказательства отсутствия неоднородных фигур равновесия с твердотельным
вращением.

Согласно (2.6), давление внутри k-го слоя задается соотношением

p(k)

ρi
= πGr2

(
ω2

k

2πG
− ũin(μ)

1 + μ2

)
+ 2πGd2ṽin(μ) + Φk, k = 0, 1, . . . , n,

где μk < μ < μk+1.
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Далее, учитывая, что давление на внешней границе равно нулю и на границе раздела
слоев потенциал и давление изменяется непрерывно, получим следующие соотношения для
неизвестных угловых скоростей:

Δ0ω
2
0

2πG
= Δ0

ũin(μ0)
1 + μ2

0

,

. . . ,

ρnω
2
n

2πG
=
ρn−1ω

2
n−1

2πG
+ Δn

ũin(μn)
1 + μ2

n

,

Δ0 = ρ0, Δ1 = ρ1 − ρ0, . . . ,Δn = ρn − ρn−1.

Отсюда находим угловую скорость для k-го слоя в форме

ρkω
2
k

2πG
=

k∑
i=0

Δi
ũin(μi)
1 + μ2

i

.

Выражение для ũin(μi) получим из (2.12):

ũin(μi) = I0(μi)((1 + 3μ2
i ) arcctg μi − 3μi) − I1(μi)(1 + 3μ2

i ).

Для того чтобы вычислить I0(μi) и I1(μi), используем функцию Хевисайда

θ(x) =

{
0, x < 0,

1, x ≥ 0,

и представим плотность рассматриваемого сфероида в форме

ρ(μ) =
n∑

i=0

Δiθ(μi − μ).

Отсюда, выполнив интегрирование, находим:

I0(μi) =
n∑

j=i+1

Δjμj(1 + μ2
j ),

I1(μi) =
j∑

i=0

Δj

(
2μ2

i

1 + 3μ2
i

− μj((1 + μ2
j) arcctg μj − μj)

)
.

В итоге получаем выражение для угловой скорости k-го слоя в виде

ρkω
2
k

2πG
=

k∑
i=0

Δi

⎛⎝1 + 3μ2
i

1 + μ2
i

i∑
j=0

Δj

(
μj((1 + μ2

j) arcctg μj − μj) −
2μ2

i

1 + 3μ2
i

)
+

+
(1 + 3μ2

i ) arcctg μi − 3μi

1 + μ2
i

n∑
j=i+1

Δjμj(1 + μ2
j)

⎞⎠.
(2.24)
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2.5. Сфероид с непрерывным распределением плотности

Для того чтобы проследить зависимость угловой скорости слоев в зависимости от из-
менения плотности, рассмотрим неоднородный сфероид с различными функциями распре-
деления плотности следующего вида:

ρ(μ) = ρ(0)
n (1 − αnμ

n), n = 2, 4, 6, (2.25)

где ρ(0)
n и αn — некоторые постоянные (причем ρ

(0)
n имеет смысл плотности в центре сфе-

роида). Их значения будем определять исходя из того, что заданы средняя плотность тела

〈ρ〉 =
∫
ρdV∫
dV

и отношение плотности на поверхности к средней плотности тела ε =
〈ρ〉
ρ(μ0)

:

α =
(1 + n)(3 + n)(1 + μ2

0)(1 − ε)μ−n
0

(3 + n)(1 − ε(1 + n)(1 + μ2
0)) + 3(1 + n)μ2

0

,

ρ0 = 〈ρ〉(3 + n)(ε(1 + n)(1 + μ2
0) − 1) − 3(1 + n)μ2

0

nε((1 + n)μ2
0 + 3 + n)

.

В качестве примера возьмем значения эксцентриситета e0 и величины ε, совпадающие
с данными Земли [40]:

e0 = 0.08181, ε = 2.5.

Рис. 3. График зависимости отношения
ρ

〈ρ〉
от слоя μ.

Рис. 4. График зависимости угловой скорости
от слоя μ.

На рисунке 3 представлены зависимости ρ

〈ρ〉 от координаты слоя μ для сфероида с рас-

пределением плотности, описываемым выражением (2.25). Как видим, сильнее всего плот-
ность возрастает в центре сфероида при n = 2; далее, по мере увеличения n, плотность
уменьшается.

Для того чтобы найти угловую скорость, подставляем рассматриваемые распределения
плотности (2.25) в выражение (2.7) и получаем зависимость угловой скорости от слоя. Гра-
фик этой зависимости представлен на рисунке 4. (Из-за громоздкости мы здесь не приводим
явные формулы для ω(μ).)

Для угловой скорости при распределении плотности (2.25) из графика можно сделать
следующий вывод: угловая скорость возрастает по мере приближения к центру сфероида,
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и возрастает она тем сильнее, чем большее значение принимает плотность в центре
сфероида (при n = 2).

Далее найдем численное значение зависимости периода обращения каждого слоя. Если
взять среднюю плотность, совпадающую со средней плотностью Земли 〈ρ〉 = 5.51 г/см3, то
получим зависимости T (μ), представленные на рисунке 5.

Рис. 5. Период обращения T в зависимости от слоя μ.

3. Задача Чаплыгина: сфероид с гомотетическим
распределением плотности

Как известно, гомотетическая стратификация задается в виде

z2

b2
+ r2

a2
= σ, σ ∈ [0,+∞),

Рис. 6. Меридиональные сечения
поверхностей σ = const при гомо-
тетической стратификации

откуда, полагая, что a, b— главные полуоси заполненного
жидкостью сфероида (см. рис. 6), получим

σ0 = 1, Z(r, σ) = ±b
√
σ − r2

a2
.

Вновь положим

ρ =

{
ρ(σ) (не зависит от r), σ � 1,

0, σ > 1.

Используя второе из уравнений (1.7) с учетом p
∣∣
σ=1

= 0,
получим давление, которое представим в форме

p(r, σ) = ρ1U(r, 1) − ρ(σ)U(r, σ) +

σ∫
1

U(r, σ)
∂ρ

∂σ
dσ, ρ1 = ρ(1).

Подставляя давление из первого уравнения (1.7), аналогично получим

ω2(r, σ) = 1
rρ(σ)

(
ρ1
∂U
∂r

(r, 1) +

σ∫
1

∂U
∂r

(r, σ)
∂ρ

∂σ
dσ

)
. (3.1)
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Таким образом, для завершения решения осталось найти потенциал из уравнения

Δr,σU(r, σ) = 4πGρ(σ).

В работе [26] указано удобное интегральное представление потенциала для (трехосного)
эллипсоида с гомотетической стратификацией плотности. Применяя его в случае сфероида
σ = 1, получим

U in(r, z) = πGa2b2
∞∫
0

f(1) − f

(
r2

a2 + s
+ z2

b2 + s

)
Δ(s)

ds,

Uout(r, z) = πGa2b2
∞∫

s0

f(1) − f

(
r2

a2 + s
+ z2

b2 + s

)
Δ(s)

ds,

Δ(s) = (a2 + s)
√
b2 + s,

(3.2)

где функция f(σ) связана с плотностью жидкости соотношением

ρ(σ) =
df(σ)
dσ

,

а величина s0 при заданных (r, z), соответствующих точке вне жидкого сфероида, опреде-
ляется как корень уравнения

r2

a2 + s0
+

z2

b2 + s0
= 1.

В качестве примера рассмотрим распределение плотностей вида

ρ(σ) = ρ0(1 − ασn), n = 1, 2, 3, (3.3)

постоянные ρ0 и α будем теперь определять исходя из того, что заданы средняя плот-
ность 〈ρ〉 тела и отношение плотностей в центре и на поверхности η = ρ0

ρ1
:

α =
η − 1
η , ρ0 =

η(3 + 2n)〈ρ〉
3 + 2nη ; (3.4)

положим
η = 5, b

a = 1
2 .

Далее из (3.2) находим потенциал, а из уравнения (3.1) получаем угловую скорость. Ме-

ридиональное сечение поверхностей ω2

2πG〈ρ〉 = const c одинаковым шагом при различных

n = 1, 2, 3 показано на рисунке 7. Графики изменения отношения ω2

2πG〈ρ〉 вдоль малой по-

луоси b представлены на рисунке 8.
Для рассматриваемых плотностей (см. рис. 7, 8) можно сделать следующие выводы:
1. По мере приближения от границы к центру сфероида изменение угловой скорости

замедляется.
2. При n = 1 поверхности уровня вблизи центра сфероида представляют собой кон-

центрические сферы. Далее с увеличением значения n область, в которой линии уровня
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n = 1 n = 2

n = 3

Рис. 7. Меридиональные сечения поверхностей ω2

2πG〈ρ〉 = const с одинаковым шагом.

Рис. 8. Изменение отношения ω2

2πG〈ρ〉 вдоль малой полуоси b при различных n.

представляют собой замкнутые поверхности, увеличивается, причем эти замкнутые по-
верхности при n > 1 уже не являются поверхностями второго порядка.

Рассмотрим более подробно угловую скорость на границе сфероида на экваторе при
плотностях вида (3.3), но теперь уже при произвольном n. Из уравнения (3.1), выполнив
замену переменной s = a2(t− 1), получаем угловую скорость на поверхности:

ω2
n(r, 1)
2πG

= ρ0e
2
√

1 − e2

∞∫
1

t− 1
t2(t− e2)3/2

(
1 − αt−n

(t− e2)n

(
(t− 1)e2 r

2

a2
+ t(1 − e2)

)n
)
dt,

то есть при r = a имеем

ω2
n(a, 1)
2πG

= ρ0e
2
√

1 − e2

∞∫
1

(t− 1)(1 − αt−n)

t2(t− e2)3/2
dt.
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Явно проинтегрировав, получаем

ω2
n(a, 1)
2πG

= ρ0ω
2
m +

2αρ0e
2

3 + 2n

(√
1 − e2)(2n(1 − e2) + 3 − 2e2)

5 + 2n F

(
3
2 , n+ 5

2 , n+ 7
2 , e

2

)
− 1

)
,

(3.5)
где ω2

m — безразмерная угловая скорость сфероида Маклорена:

ω2
m =

√
1 − e2

e3

(
(3 − 2e2) arcsin e− 3e

√
1 − e2

)
.

Выражение (3.5) переходит в угловую скорость сфероида Маклорена при двух значениях n:

ω2
0(a, 1)

2πGρ0(1 − α)
=
ω2∞(a, 1)
2πGρ0

= ω2
m.

Далее ρ0 и α будем определять, используя различные известные данные для Земли.
Задана средняя плотность тела 〈ρ〉 = 5.51 г/см3 и отношение плотностей на по-

верхности и в центре ρ0

ρ1
= 5. В этом случае ρ0 и α определяются выражением (3.5),

а зависимость периода обращения T на экваторе от значения n представлена на рисунке 9.

Рис. 9. Зависимость периода обращения T на экваторе от значения n при 〈ρ〉 = 5.51 г/см3 и
ρ0

ρ1
= 5.

Как видим из графика, T (n) достигает минимума в точке T (0.8675) = 24.1610 ч.
Задана средняя плотность тела 〈ρ〉 = 5.51 г/см3 и отношение плотности на поверх-

ности к средней плотности ρ1

〈ρ〉 = ε = 2.5. Зависимость периода обращения T от значения

n на экваторе представлена на рисунке 10.
Зависимость периода вращения T на поверхности от полярного радиуса r представлена

на рисунке 11.

4. Фигуры равновесия в S3

Одним из обобщений вышеприведенных результатов является их перенесение на про-
странства постоянной кривизны S3 и L3, по аналогии с небесной механикой точечных
масс [3, 5, 8, 16]. По динамике точечных гравитирующих масс имеется обширная класси-
ческая и современная литература (см. [2, 17, 19, 20]). Известны, например, аналоги закона
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Рис. 10. Зависимость периода обращения T от значения n на экваторе при 〈ρ〉 = 5.51 г/см3 и ε = 2.5.

Рис. 11. Зависимость периода обращения T от полярного радиуса r на поверхности неоднородного
сфероида 〈ρ〉 = 5.51 г/см3 и ε = 2.16 при n = 1, n = 2 и n = 3.

Кеплера, изучались аналоги задачи трех тел. Однако частное обобщение теорем ньюто-
новского потенциала на S3, L3 было предпринято только в [7]. Как будет показано ниже,
в этом случае задача о фигурах равновесия существенно усложняется: так, даже в случае
однородных эллипсоидов невозможно твердотельное вращение жидкой массы (напомним,
что эллипсоидом в искривленном пространстве называется тело, которое получается при
пересечении сферы S3 либо пространства Лобачевского L3, вложенных в R

4, с конической
квадрикой). Одна из трудностей объясняется тем, что хотя и возможны некоторые обоб-
щения теоремы Айвори о потенциале эллиптического слоя [7], в полной мере перенесение
этой и подобной ей теорем на S3 и L3 невозможно (они сильно связаны с однородностью
плоского пространства).
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Замечание. Возможны также обобщения задачи о фигурах равновесия на релятивистский
случай (см., например, обзор [33]). К сожалению, при этом не удается получить явные аналитиче-
ские точные решения, и это направление все же составляет новую область исследований.

4.1. Стационарные осесимметричные решения в S3

Для исследования возможных фигур равновесия в S3 выберем криволинейные коорди-
наты, как это делалось в плоском пространстве E3. Для удобства считаем S3 вложенным
в E4, тогда переход к рассматриваемым координатам будет иметь вид

x0 = ±
√
R2 − r2 − Z2(r, μ), x1 = Z(r, μ), x2 = r cos(ϕ), x3 = r sin(ϕ),

где Z(r, μ), как и ранее, определяется конкретной постановкой задачи. Метрический тензор
представляется в форме

G =

⎛⎜⎜⎜⎝
g11 g12 0

g12 g22 0

0 0 r2

⎞⎟⎟⎟⎠,
где

g11 = 1 − Z2
r +

(r + ZZr)2

R2 − r2 − Z2
, g12 =

Zμ(rZ + (R2 − r2)Zr)

R2 − r2 − Z2
, g22 =

(R2 − r2)Z2
μ

R2 − r2 − Z2
.

Будем искать стационарное решение, для которого распределение скоростей частиц
жидкости имеет вид

ṙ = 0, μ̇ = 0, ϕ̇ = ω(r, μ).

Как и выше, предполагая, что плотность зависит только от μ, при помощи уравнений раз-
дела 1.1, получим систему:

∂U
∂r

+ 1
ρ
∂p

∂r
= rω2, ∂U

∂μ
+ 1
ρ
∂p

∂μ
= 0,

�rμU = 4πGρ(μ),

�rμ =
x0

rZμ

∂
∂r

[
rZμ

x0

(
1 − r2

R2

)
∂
∂r

]
+
x0

Zμ

∂
∂μ

[
1

x0Zμ

(
1 + Z2

r − (Z − rZr)2

R2

)
∂
∂μ

]
+

+
x0

rZμ

(
∂
∂r

[
r
x0

(
Zr +

r(Z − rZr)
R2

)
∂
∂μ

]
+ ∂
∂r

[
r
x0

(
Zr +

r(Z − rZr)
R2

)
∂
∂μ

])
,

(4.1)

где x0 =
√
R2 − r2 − Z2(r, μ) и предполагается, что плотность ρ(μ) обращается в нуль всюду

вне тела (μ0 < μ), а на свободной границе (μ = μ0) давление также равно нулю,

p(r, μ)|μ=μ0 = 0.

Как мы видим, уравнения гидродинамики остались такими же, как в E3, поэтому, как
и в разделе 3, их решение внутри области (μ � μ0), заполненной жидкостью, представляется
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в форме

p(r, μ) = ρ0U(r, μ0) − ρ(μ)U(r, μ) +

μ∫
μ0

U(r, μ)
dρ(μ)
dμ

dμ, ρ0 = ρ(μ0),

ω2(r, μ) = 1
rρ(μ)

⎛⎝ρ0
dU
dr

(r, μ0) +

μ∫
μ0

dU
dr

(r, μ)
dρ(μ)
dμ

dμ

⎞⎠.
(4.2)

4.2. Однородный сфероид в S3

Остановимся теперь подробнее на случае однородного сфероида, когда при μ � μ0

плотность ρ(μ) = ρ0 = const. Обобщение конфокальной стратификации в S3 задается сле-
дующим образом (ср. с разделом 2.2):

x2
0

R2 − d2μ2
− x2

1

d2μ2
− x2

2 + x2
3

d2(1 + μ2)
= 0, μ ∈

[
0, R
d

]
.

Отсюда получаем:

Z(r, μ) = ±
√
d2μ2 − r2

R2 + d2

R2

μ2

1 + μ2
.

Как и в предыдущем случае (см. раздел 2.2), параметр d и граница μ0 жидкого сферо-
ида, имеющего полуоси a, b, задаются соотношениями

d =
√
a2 − b2, μ0 = b√

a2 − b2
.

Согласно (4.2), в случае однородного сфероида dρ

dμ
= 0, поэтому угловая скорость жид-

кости зависит только от r:
ω2(r) = 1

r
∂U
∂r

(r, μ0). (4.3)

Решения уравнения для потенциала (4.1) будем искать в виде ряда по степеням пара-

метра d2

R2
следующего вида

U(r, μ) = 2πGd2
∞∑

n=0

(
d
R

)2n

Un(r, μ).

Как можно показать, все члены этого ряда являются полиномами относительно перемен-
ной r, которые удобно представить в форме

Un(r, μ) =
∞∑

n=0

(
r
d

)2m un,μ(μ)

2m(1 + μ2)m
.

При этом потенциал U0(r, μ) совпадает с точностью до множителя с потенциалом сфероида
Маклорена (см. раздел 2.3):

U0(r, μ) = u0,0(μ) + r2

d2

u0,1(μ)

2(1 + μ2)
;
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внутри сфероида (μ � μ0):

uin
0,0(μ) = ρ0(1 + μ2

0)
(
μ2 − μ0(1 + μ2) arcctg μ0

)
,

uin
0,1(μ) = ρ0

(
μ0(1 + 3μ2)

(
(1 + μ2

0) arcctg μ0 − μ0

)− 2μ2
)
,

снаружи сфероида (μ0 < μ):

uout
0,0 (μ) = ρ0μ0(1 + μ2

0)
(
μ− (1 + μ2) arcctg μ

)
,

uout
0,1 (μ) = ρ0μ0(1 + μ2

0)
(
(1 + 3μ2) arcctg μ− 3μ

)
.

Будем предполагать, что кривизна пространства очень мала (R2 � a2), в связи с чем
ограничимся вычислением первой поправки

U1(r, μ) = r4

d4

u1,2(μ)

4(1 + μ2)2
+ r2

d2

u1,1(μ)

2(1 + μ2)
+ u1,0(μ),

где функции u1,0(μ), u1,1(μ), u1,2(μ) удовлетворяют следующим уравнениям:

d

dμ

(
(1 + μ2)

du1,2

dμ

)
− 20u1,2 + 16u0,1 = 0,

d

dμ

(
(1 + μ2)

du1,1

dμ

)
− 6u1,1 − μ(1 + μ2)

du0,1

dμ
− 6(2 + μ2)u0,1 + 8u1,2 + 4ρ0(1 + μ2) = 0,

d

dμ

(
(1 + μ2)

du1,0

dμ

)
− 2u1,1 − μ(1 + μ2)

du0,0

dμ
+ 2μ2(u0,1 + ρ0(1 + μ2)) = 0.

(4.4)

Функции u1,0, u1,1, u1,2 должны также удовлетворять следующим граничным условиям:

duin
1,m

dμ

∣∣∣∣
μ=0

= 0, m = 0, 1, 2,

uin
1,m|μ=μ0 = uout

1,m|μ=μ0 ,
duin

1,m

dμ

∣∣∣∣
μ=μ0

=
duout

1,m

dμ

∣∣∣∣
μ=μ0

, m = 0, 1, 2.

U1(r, μ)
∣∣
μ=R/d

= O(R2).

Решение получившейся системы достаточно громоздкое, поэтому мы его здесь не приво-
дим, а ограничимся лишь выражением для угловой скорости жидкости, для которой, со-
гласно (4.3), находим:

ω2(r)
2πG

=
uin

0,1(μ0)

1 + μ2
0

+ 1
R2

(
uin

1,2(μ0)

(1 + μ2
0)

2
r2 +

uin
1,1(μ0)

1 + μ2
0

d2

)
+O

(
d4

R4

)
.

Подставляя сюда решение для uin
1,m(μ0) и выражая μ0 через эксцентриситет границы по
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формуле e = 1√
1 + μ2

0

, получим явное представление для угловой скорости в форме

ω2(r)
2πGρ0

= ω00 + 1
R2

(
ω11r

2 + ω10a
2
)

+O

(
d2

R4

)
,

ω00 = −
√

1 − e2

e

(
2 − 3

e2

)
arcsin e− 3

e2
(1 − e2),

ω11 = −
√

1 − e2

e

(
12 − 30

e2
+ 35

2e4

)
arcsin e+

(
4
3 − 55

3e2
+ 35

2e4

)
(1 − e2),

ω10 =
√

1 − e2

e

(
16 − 27

2e2
+ 10
e4

)
arcsin e−

(
1
3 − 41

6e2
+ 10
e4

)
(1 − e2),

где мы также перешли от параметра d (который стремится к нулю при e → 0) к величине
наибольшей главной полуоси a. Графики зависимости каждой из поправок для угловой
скорости от эксцентриситета приведены на рисунке 12.

Таким образом, в пространстве постоянной (положительной) кривизны однородный
жидкий самогравитирующий сфероид не может вращаться как твердое тело, и распреде-
ление угловой скорости частиц жидкости зависит лишь от расстояния до оси симмет-
рии: ω = ω(r).

Рис. 12. Зависимости ω00, ω11, ω10 от эксцентриситета e.

Замечание. Для полноты приведем также уравнения, описывающие осесимметричные фигу-
ры равновесия в криволинейных ортогональных координатах (μ, ν, ϕ) и определяемые следующим
образом:

x2
0

d2
=

(δ − μ)(δ + ν)
δ + 1

,
x2

1

d2
= μν, δ = R2

d2
,

x2
2

d2
=

(1 + μ)(1 − ν)
δ + 1

cos2 ϕ,
x2

3

d2
=

(1 + μ)(1 − ν)
δ + 1

sin2 ϕ, 0 < μ < δ, 0 < ν < 1.
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Система (4.1) в этом случае принимает вид

∂U
∂μ

+ 1
ρ(μ)

∂p

∂μ
= − δd2

2(δ + 1)
(1 − ν)ω2, ∂U

∂ν
+ 1
ρ(μ)

∂p

∂ν
= δd2

2(δ + 1)
(1 + μ)ω2,

ΔμνU(μ, ν) = 4πGρ(μ),

R2Δμν = 4
μ+ ν

(√
μ(δ − μ) ∂

∂μ

(
(1 + μ)

√
μ(δ − μ) ∂

∂μ

)
+
√
ν(δ + ν) ∂

∂ν

(
(1 − ν)

√
ν(δ + ν) ∂

∂ν

))
.

Эта форма уравнений предпочтительна, если требуется получить решение в квадратурах (а не
в виде ряда).

5. Дискуссия

В данной работе мы систематически исследовали задачу о неоднородных осесиммет-
ричных фигурах равновесия идеальной самогравитирующей жидкости. Получено наиболее
общее решение, описывающее стратифицированный сфероид (угловая скорость жидкости
принимает одно и то же значение на слое с одинаковой плотностью, то есть ω = ω(μ)). Из
этого решения естественным образом получаются указанные ранее сфероиды с кусочно-
постоянным распределением плотности [24, 34]. Показано, что угловая скорость внешней
поверхности сфероида с конфокальной стратификацией плотности ρ совпадает со значе-
нием угловой скорости однородного сфероида Маклорена плотности 〈ρ〉. Вследствие этого
данная модель не может быть использована для объяснения отклонения сжатия планет от
сжатия сфероидов Маклорена, вращающихся с той же угловой скоростью.

Мы приводим также достаточно подробный обзор (и формулировку в современных тер-
минах) результатов в данной области. Особо следует выделить не публиковавшуюся ранее
(и найденную в архивах) работу Чаплыгина о сфероидах с гомофокальной стратификацией
плотности.

В последнем разделе мы рассматриваем задачу об условиях равновесия однородного
сфероида в пространствах постоянной кривизны S3 и показываем, что в этом случае жид-
кость не может вращаться как твердое тело и угловая скорость частиц жидкости зависит
только от расстояния до оси симметрии: ω = ω(r).

В заключение укажем некоторые открытые проблемы, связанные с возможными обоб-
щениями вышеприведенных результатов.

1. В связи с найденными стратифицированными аналогами сфероидов Маклорена воз-
никает вопрос об их устойчивости. Здесь речь следует вести, видимо, о вековой устойчиво-
сти. Для однородной плотности жидкости этот вопрос рассмотрен Ляпуновым [12]. Иссле-
дуя возмущение свободной поверхности сферическими гармониками, он заключает, что чем
выше порядок гармоники, тем больше значение эксцентриситета, при котором происходит
потеря вековой устойчивости. В общем случае Ляпунов приходит к выводу, что вековая
устойчивость сфероидов Маклорена при произвольных дефформациях нарушается, если
эксцентриситет становится равным 0.8126 (в частном случае эллипсоидальных возмущений
этот результат был получен Дирихле [22]).

К сожалению, в данной задаче не удается получить конечномерные уравнения, описы-
вающие динамику стратифицированных эллипсоидов (см. [22, 25, 36]), поэтому затрудни-
тельно получение всех достаточных критериев устойчивости, обусловленных именно конеч-
номерностью системы (теорема Ляпунова, КАМ-теория).
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2. Исторически первые уравнения стратифицированных эллипсоидов пытался вывести
еще Бетти [18], но, как заметил Тедоне [37], его рассуждения были ошибочными. В свя-
зи с этим до сих пор стоит вопрос о возможном существовании трехосных неоднородных
эллипсоидов.

3. Приведенное выше решение для сфероидов с конфокальной стратификацией, по-ви-
димому, является единственно возможным решением, для которого ω = ω(μ), но доказа-
тельство этого факта не получено.

4. Открытым вопросом является задача об устойчивости найденных фигур равновесия
как по отношению к эллипсоидальным, так и по отношению к произвольным возмущениям.

5. Интересной задачей является также получение явного решения (не в форме ряда)
для однородного сфероида в искривленном пространстве и поиск других возможных фигур
равновесия в пространствах постоянной кривизны.

6. Напомним, что для эллипсоидов Маклорена и Якоби существует «динамическое»
обобщение Дирихле, когда самогравитирующий жидкий эллипсоид движется, сохраняя эл-
липсоидальную форму при изменении направления и размеров полуосей. Неизвестно, су-
ществует ли подобное динамическое обобщение для неоднородных фигур равновесия.

Замечание. Простое перенесение метода Дирихле, например, на семейство с конфокальной
стратификацией плотности (см. раздел 2) невозможно, поскольку в решении Дирихле одни и те же
частицы жидкости движутся по эллипсоидам, образующим в каждый момент времени гомотетиче-
ское слоение (а не конфокальное).

7. Другое возможное обобщение связано с нахождением фигур равновесия стратифи-
цированного газового облака. В этом случае для того, чтобы замкнуть систему (1.7), как
правило, используют уравнения термодинамики (в приложении к динамике жидких масс
см. обзор [4] и библиографию к нему). В частности, одним из простейших предположений
является используемое в работе [23] условие постоянства температуры жидкости/газа вдоль
всего объема: T (r, μ) = T0 = const. Это в случае идеального газа приводит к линейной связи
между плотностью и давлением

p = λρ, λ = RT0, (5.1)

где R — универсальная газовая постоянная.
Предполагая, что ρ = ρ(μ), получим из (1.7) и (5.1) систему

∂U
∂r

= rω2, ∂U
∂μ

=
λρ′(μ)
ρ(μ)

,

ΔrμU = 4πGρ(μ).

Одной из неизвестных в этих уравнениях является функция Z(r, μ), характеризующая воз-
можные фигуры равновесия облака идеального газа.

Замечание. Вместо уравнения состояния (5.1) для замыкания системы можно использовать
условие баротропности течения жидкости.

Авторы благодарят A.Албуи за полезные советы и неоценимую помощь в работе.
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Figures of equilibrium of an inhomogeneous self-gravitating fluid
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This paper is concerned with the figures of equilibrium of a self-gravitating ideal fluid with
density stratification and a steady-state velocity field. As in the classical setting, it is assumed
that the figure or its layers uniformly rotate about an axis fixed in space. As is well known, when
there is no rotation, only a ball can be a figure of equilibrium.
It is shown that the ellipsoid of revolution (spheroid) with confocal stratification, in which each
layer rotates with inherent constant angular velocity, is at equilibrium. Expressions are obtained
for the gravitational potential, change in the angular velocity and pressure, and the conclusion
is drawn that the angular velocity on the outer surface is the same as that of the Maclaurin
spheroid. We note that the solution found generalizes a previously known solution for piecewise
constant density distribution. For comparison, we also present a solution, due to Chaplygin, for
a homothetic density stratification.
We conclude by considering a homogeneous spheroid in the space of constant positive curvature.
We show that in this case the spheroid cannot rotate as a rigid body, since the angular velocity
distribution of fluid particles depends on the distance to the symmetry axis.
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Keywords: self-gravitating fluid, confocal stratification, homothetic stratification, space of constant
curvature
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